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Sulle Funzioni Iperboliche 

Carmen Carano

Sunto 

     In questo lavoro si definiscono le funzioni iperboliche partendo 
dall’estensione delle funzioni circolari dall’insieme R all’insieme C. Da tali 
definizioni si arriva alla dimostrazione che  la variabile t di queste funzioni 
rappresenta il doppio dell’area di un settore iperbolico individuato 
dall’iperbole equilatera di equazione 122 yx   e che coseno iperbolico e seno 
iperbolico sono le coordinate di un punto P appartenente a un ramo di tale 
iperbole (come è noto). Si verifica  poi che dalle definizioni date delle funzioni 
iperboliche dipendono le analogie tra le relazioni che legano tali funzioni  e 
quelle corrispondenti che legano le funzioni circolari, così come tra le 
corrispondenti formule di derivazione e d’integrazione. Si introducono quindi 
nuove funzioni, periodiche, che vengono chiamate funzioni iperboliche 
goniometriche,  la  cui  variabile  non  è  più  t  ma, come per le funzioni 
circolari, un angolo orientato ,  avente come vertice l’origine del 
riferimento cartesiano e come  primo lato il semiasse positivo delle ascisse: 
coseno iperbolico goniometrico e seno iperbolico goniometrico rappresentano 
ancora le coordinate del punto P, ma non sono più funzioni del doppio t 
dell’area di un settore iperbolico, ma dell’ampiezza di un angolo  a cui 
corrisponde un opportuno settore iperbolico.  Si determinano infine le 
relazioni che sussistono tra le funzioni iperboliche e le funzioni iperboliche 
goniometriche e quindi tra valori corrispondenti delle variabili t  e ; si 
ottengono infine alcune relazioni che sussistono tra le funzioni iperboliche 
goniometriche.  

1. Dalle funzioni goniometriche circolari in C alle funzioni
iperboliche
     Le funzioni goniometriche circolari seno e coseno sono funzioni reali definite 
nell’insieme  ;D .  
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Estendiamo il dominio D di tali funzioni dall’insieme R dei numeri reali 
all’insieme C dei numeri complessi; nell’operare tale estensione applichiamo il 
principio di permanenza delle proprietà formali di Hankel, supponendo quindi 
che le proprietà di tali funzioni, valide in R, permangano anche nel campo 
complesso. 
In quanto segue, imporremo pertanto che continuino a essere verificate in C le 
formule goniometriche, la relazione fondamentale tra seno e coseno di uno stesso 
angolo, le relazioni tra le funzioni goniometriche di angoli associati e  la formula 
di Eulero, valide per le funzioni circolari definite in R (ovviamente per le 
funzioni circolari definite in C, non potremo più parlare di funzioni 
goniometriche, dato che l’argomento complesso di tali funzioni non è l’ampiezza 
di un angolo).  
 
La relazione fondamentale tra le funzioni seno e coseno definite in C sarà: 
 

1cos 22 zsenz        Cibaz        
 

cioè :                
2222 )cos)()cos(())()cos((cos)()(cos aibsenibsenaibsenasenibaibaseniba

1cos)(cos)(coscos 22222222 ibsenibasenaibsenasenaib  
e quindi: 

1cos 22 ibsenib         (1). 
                            
 La formula di Eulero , per le funzioni seno e coseno definite in C sarà: 

 

isenzzeiz cos        Cibaz              
cioè: 
 

aibisenibisenaibsenasenibaibaisenibae ibai cos)()cos()()cos(cos)()cos()(

iaeibisenibisenaaisenibisenaaib ))()(cos()(cos))(coscos(                      

e quindi:                
)()cos( ibisenibe b            (2). 

 
 
 
 
 
 

_________________ 
 
      Dalla formula di Eulero  per le funzioni seno e coseno definite in R:   
 

isenxxeix cos        Rx  
si ottiene: 

2
cos

ixix eex           
i
eesenx

ixix

2
. 

  

 Imponendo che in C, come in R, sia  
 

zz cos)cos(     e     senzzsen )(  
e cioè:  
    

),()cos(cos)()()cos()cos())cos()cos( ibsenasenibaibsenasenibaibaiba  

si ha:                    ibib cos)cos(     e     )()( ibsenibsen                (3) 
 
a cui si sarebbe arrivati anche partendo dalla relazione  )()( ibasenibasen .  
 
Dalla (2), utilizzando le (3), si ottengono le due uguaglianze: 
 

2
cos

bb eeib           
2

bb eeisenib       (4). 

 
Il coseno di un numero immaginario è quindi una funzione reale di variabile 
immaginaria, il seno invece è una funzione immaginaria di variabile immaginaria. 
 
Da quanto visto, si deduce che imporre che siano verificate in C le stesse 
relazioni che sussistono per le funzioni seno e coseno in R (avendo supposto che 
in C siano valide le formule di addizione di seno e coseno valide in R), equivale a 
imporre che esse siano verificate nell’insieme I dei numeri immaginari. 
 
Dalle (4), definiamo coseno iperbolico e seno iperbolico di t  (con Rt ) le 
funzioni: 

 
2

tt eeCosht       
2

tt eeSenht        (5) 

 
(come per le funzioni circolari, Cosht  è una funzione pari, Senht  è una funzione 
dispari).  
Analogamente  alle  funzioni  circolari,  si definiscono le altre funzioni 
iperboliche: 
  

CoshtSenhtTght /  SenhtCoshtCtght /  SenhthtCo /1sec  CoshtSecht /1 . 
 
Per il generico numero complesso ibaz , sarà quindi: 
                                            

senaSenhbiaCoshbsenibsenaibaiba coscoscos)cos(  
aSenhbisenaCoshbsenibaibsenaibasen coscoscos)(  

Tghbtgai
Tghbitga

SenhbsenaiaCoshb
SenhbaiCoshbsenaibatg

1cos
cos)(  

 
(seno, coseno e tangente di numeri complessi sono quindi numeri complessi).   
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senaSenhbiaCoshbsenibsenaibaiba coscoscos)cos(  
aSenhbisenaCoshbsenibaibsenaibasen coscoscos)(  

Tghbtgai
Tghbitga

SenhbsenaiaCoshb
SenhbaiCoshbsenaibatg

1cos
cos)(  
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Le funzioni iperboliche sono funzioni reali di variabile reale legate alle funzioni 
circolari di variabile immaginaria dalle seguenti relazioni, che si deducono  dalle 
(4) e dalle (5): 
 

  Coshtitcos    e    Senhtisenit   (da cui  senitiSenht )           (6). 
 
 

Dalle definizioni di coseno iperbolico e di seno iperbolico (5) e dalle relazioni tra 
tali funzioni e le funzioni circolari coseno e seno di variabile immaginaria (6) 
scaturiscono le analogie tra le relazioni che intercorrono tra le funzioni circolari 
goniometriche di variabile reale e le corrispondenti relazioni tra le funzioni 
iperboliche, relazioni su cui ci soffermeremo nel par. 2..  
 
Dalla relazione  fondamentale tra le funzioni seno e coseno di variabile 
immaginaria it: 
 

1cos 22 itsenit  
 

e dalle (6), si ottiene la relazione fondamentale tra coseno iperbolico e seno 
iperbolico dello stesso argomento t: 
 

122 tSenhtCosh                                 
 

da cui  segue che   Cosht    e   Senht    sono le coordinate di un punto 
dell’iperbole equilatera di equazione: 
 

122 yx , 
 

motivo per il quale tali funzioni prendono il nome di funzioni iperboliche. 
 
 
Se si considera il ramo dell’iperbole situato nel semipiano delle ascisse positive e 
si traccia la semiretta di origine O passante per il punto  );( SenhtCoshtP , si 
dimostra che la variabile t rappresenta il doppio dell’area 

PSI
A , considerata 

positiva nel primo quadrante e negativa nel quarto quadrante, del settore 
iperbolico evidenziato in figura delimitato dall’asse delle x, dalla semiretta OP e 
dal ramo dell’iperbole.  
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Infatti, indicando con XP e YP  le coordinate del punto P, sarà: 
 
 

)1ln(
2
111

2
1 22

1

2
PP

X

PPSI XXdxxXXA
P

P
          nel I quadrante 

                                        
 

)1ln(
2
111

2
1 22

1

2
PP

X

PPSI XXdxxXXA
P

P
     nel IV quadrante  

 
 
da cui, posto  

PSI
At 2 , si avrà: 

  
)1ln( 2

PP XXt   nel I quadrante e  )1ln( 2
PP XXt   nel IV  quadrante  

 
 
e quindi:    
 
 

12
PP

t XXe   nel I quadrante   e   12
PP

t XXe     nel IV quadrante. 
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In entrambi i casi, si ha:      
22

12 tt

t

t

P
ee

e
eX       

e    
 

222
1

2

22 tttttttt

P
eeeeeeeeY     nel   I  quadrante                

      
 

222
1

2

22 tttttttt

P
eeeeeeeeY    nel IV quadrante. 

 
 
In definitiva,  Rt , risulta  
 

2

tt eeCosht       e      
2

tt eeSenht    con   
PSI

At 2       c. v. d. 

da cui:  
 teSenhtCosht . 

 
Il fatto che la variabile delle funzioni coseno iperbolico e seno iperbolico (e di 
tutte le altre funzioni iperboliche) rappresenti il doppio dell’area di un settore 
iperbolico, ci fa pensare a funzioni molto diverse da quelle circolari che sono 
funzioni  dell’angolo orientato  (o, più propriamente, della misura dell’angolo  

, che indichiamo ancora con ) avente come primo lato il semiasse non 
negativo dell’asse delle ascisse (com’è noto, cos  e sen  sono rispettivamente 
ascissa e ordinata del punto d’intersezione del  secondo lato dell’angolo con la 
circonferenza goniometrica).  
In realtà la misura, espressa in radianti,  dell’angolo  è uguale al doppio 
dell’area del settore circolare, evidenziato in figura, individuato dall’angolo  
nel cerchio goniometrico 1

2
1

)(
rad

SCA
.  

)(2 SC
rad At  

Possiamo  pertanto  considerare seno e coseno (e  quindi tutte le altre  funzioni 
circolari)  indifferentemente  come funzioni goniometriche dell’angolo  o come 
funzioni della variabile t.  
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Affinchè le due interpretazioni della variabile delle funzioni circolari siano 
equivalenti,  sarà    necessario   considerare  negativa   l’area  dei  settori  circolari 
individuati dagli angoli orientati in verso orario, inoltre, perchè le  funzioni seno e 
coseno continuino a essere definite su tutto R, bisognerà considerare l’area di un 
settore circolare individuato da un angolo  maggiore di 2 o minore di 2  
( k2 , con 22 e Zk )  uguale alla somma di k volte l’area 
del cerchio goniometrico (positiva o negativa) più l’area del settore circolare 
individuato dall’angolo . 
Quindi, per le funzioni iperboliche Cosht  e Senht ,  

PSI
At 2 e analogamente,  

per le funzioni  circolari tcos  e sent ,  (dove P’, in questo caso, è il punto 
d’intersezione del secondo lato dell’angolo  con la circonferenza 
goniometrica). 
 
Si dimostra inoltre che, al variare di P sul ramo dell’iperbole, t assume tutti i 

valori reali. Infatti, l’integrale improprio  
1

2 )1( dxxx   diverge   a   ,  

pertanto  l’area della  regione  piana illimitata  che si trova nel primo quadrante 
tra la retta di equazione  xy  e il ramo dell’iperbole (nell’intervallo ;1 ) è 

infinita e quindi dxxxt
1

2 1
2
12 ; da ciò possiamo dedurre che t varia 

(nella parte di piano delimitata dagli asintoti dell’iperbole nel semipiano delle 
ascisse non negative) nell’intervallo ;  e cioè che il dominio delle funzioni 
coseno iperbolico e seno iperbolico  è ;D . 
 

                 
Grafico della funzione Senhty      Grafico della funzione Coshty  

        
Grafico della funzione Tghty           Grafico della funzione Ctghhty   
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2. Analogie tra le relazioni che legano le funzioni circolari e 
quelle corrispondenti che legano le funzioni iperboliche 
 
     Nella tabella che segue, partendo da alcune delle relazioni che intercorrono tra 
le funzioni circolari di variabile reale t, consideriamo le stesse relazioni che 
devono intercorrere tra le funzioni circolari di variabile immaginaria it e, tenendo 
presente le (6),  le corrispondenti tra le funzioni iperboliche; ovviamente, le 
analogie tra le relazioni che legano le funzioni circolari in R e quelle tra le 
corrispondenti funzioni iperboliche  sono evidenti, come si vede dalla prima e 
dalla terza colonna della tabella che segue,  in cui, come esempio, ne sono 
riportate alcune: 
 

TABELLA 1 
Funzioni  

circolari  di 
variabile reale 

Funzioni circolari 
 di  variabile  
immaginaria 

 
Funzioni iperboliche 

 
         1cos 22 tsent  

 

 
     1cos 22 itsenit  

 

 
122 tSenhtCosh  

 
 

     tsentt 22cos2cos  
 

 
    itsenitit 22cos2cos  

 
tSenhtCoshtCosh 222  

 
       tsenttsen cos22  

 

 
     itsenititsen cos22  

        
i
itsentSenh

2
2

 

  
CoshtSenhtitsenit

i
2cos21

 

 
        

ttg
tgtttg 21
22  

 

 
  

ittg
tgitittg 21
22

 
      

tCosh
tSenhtTgh
2
22  

 
tTgh

Tght
tSenhtCosh

CoshtSenht
222 1

22  

 
 

sentsenststs coscos)cos(  
 

 
senitsenisitisitis coscos)cos(  

           )( tsCosh  
     SenhsSenhtCoshsCosht  

 
 

sentstsenstssen coscos)(  
 

senitisitsenisitissen coscos)(        

SenhtCoshsCoshtSenhs

itissen
i

tsSenh )(1)(
 

 

      
2
cos1

2
ttsen  

 

 

     
2
cos1

2
ititsen  

        
2

1
2

itsen
i

tSenh
 

   
2

1
2

11 CoshtCosht
i

 

 
 

      
2
cos1

2
cos tt  

 

 

     
2
cos1

2
cos itit  

 

2
1

2
CoshttCosh   (*) 

 

(*) Il coseno iperbolico è sempre 1. 
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Ugualmente sono evidenti le analogie tra le corrispondenti regole di derivazione e  
d’integrazione, come si vede dalla prima e dalla terza colonna della tabella che 
segue,  in cui, come esempio, ne sono riportate alcune: 
 

TABELLA 2 
Funzioni 

circolari di 
variabile reale 

Funzioni circolari 
di variabile 
immaginaria 

 
Funzioni iperboliche 

 
tsentD cos  

 
itisenitDt cos  

 

Coshtiti
ii

senitDSenhtD t cos1

 
 

 
senttD cos  

 

 
isenititDt cos  

 
SenhtiSenhtiCoshtD  

 
 

t
tgtD 2cos

1  

 

 

it
itgitDt 2cos

 
 

tCoshit
i

i
tgit
i

DTghtD t 22

1
cos

11  

 

 

tsen
ctgtD 2

1  

 

 

itsen
ictgitDt 2

 
 

tSenhtSenhiitsen
iictgitiDCtghtD t 2

11
222

 

 
ctsentdt cos

 

 

c
i
itsenitdt cos

 

 

cCoshtc
i

CoshtSenhtdt 2
 

csenttdtcos

 
 

c
i

senititdtcos  

 

cSenhtc
i

iSenhtCoshtdt  

cttgtdt cosln

 
c

i
it

tgitdt
cosln

 

cCoshtcCoshttgitdt
i

Tghtdt lnln1

 
 

csentctgtdt ln

 
 

c
i
senit

ctgitdt
ln  

 
cSenhtcSenhtictgitdtiCtghtdt lnln

 

 
(nella seconda colonna, le derivate e gli integrali delle funzioni goniometriche di 
variabile immaginaria it sono calcolati rispetto alla variabile reale t, pertanto 
l’unità immaginaria i viene trattata come una costante; si suppone che siano 
ancora valide le regole di derivazione e di integrazione e le proprietà delle 
derivate e degli integrali valide in R). 
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3. Le funzioni iperboliche goniometriche 
 
     Le funzioni iperboliche, differentemente da quelle circolari, non sono 
periodiche  e presentano una strana asimmetria: mentre la funzione Senht  ha 
come codominio ;C , la funzione Cosht  ha come codominio 

;1C . 
 
Abbiamo visto che le funzioni circolari possono essere considerate 
indifferentemente come funzioni della misura (in radianti) dell’angolo  o della 
variabile t  (doppio dell’area del settore circolare individuato dall’angolo  nel 
cerchio goniometrico). Ovviamente, se indichiamo con t il doppio dell’area del 
settore iperbolico delimitato dai lati dall’angolo  (con 

44
) e dal ramo 

dell’iperbole di equazione  122 yx  con 1x , ciò non si verifica per le 
funzioni iperboliche. 
  
In quanto segue, definiremo nuovamente le funzioni iperboliche non più come 
funzioni di t, ma come funzioni di un angolo ;  per distinguerle dalle funzioni 
iperboliche di variabile t, le chiameremo funzioni iperboliche goniometriche. 
Esse  risulteranno, come le funzioni circolari, periodiche; inoltre le funzioni seno 
iperbolico goniometrico e coseno iperbolico goniometrico (che indicheremo con 
Senhg   e  Coshg )  avranno entrambe codominio ;C  .  
  
Come per le funzioni circolari goniometriche, le funzioni iperboliche 
goniometriche saranno funzioni dell’ angolo orientato  avente come primo lato 
il semiasse non negativo dell’asse delle ascisse.  
 
Consideriamo le due iperboli equilatere di equazioni 122 yx  e pensiamo il 
piano cartesiano formato dagli ottanti delimitati dagli assi cartesiani e dagli 
asintoti xy  di tali iperboli.  
 
Dato l’angolo orientato  

24
k   con Zk , sia );( PP YXP  il punto 

d’intersezione  del  secondo lato  con  uno  dei  due rami dell’iperbole 122 yx   

(se    kk 2
4

2
4

      o     se     kk 2
4
52

4
3 )   o  dell’iper-   

bole   122 xy    (se   kk 2
4
32

4
   o   se     kk 2

4
72

4
5 ). 

    
 
Analogamente alle funzioni goniometriche circolari cos  e sen , definiremo  le 
funzioni  iperboliche goniometriche Coshg   e  Senhg  rispettivamente come 
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 l’ascissa e l’ordinata del punto P: 
 

PXCoshg     PYSenhg  
 

 (quindi,  se kk 2
4

2
4

,    CoshtCoshg    e   SenhtSenhg   e 

quindi  TghtTghg  con    ).2 )(SIAt   
 
 

Ovviamente, nel dominio di tg , per ogni 
24

k  con Zk , è  

Tghgtg . 
  
Per   

24
k ,   Coshg   e Senhg  non esistono ma,  essendo: 

 
1lim

24

Tghg
k

     per ogni k intero pari  

e 
       1lim

24

Tghg
k

  per ogni k intero dispari, 

 

possiamo porre 1Tghg  
24

k  con k  intero pari e 1Tghg  

24
k   con k  intero dispari.   

Risulterà pertanto  tgTghg  .
2

k   

 
 
Di seguito ci proponiamo di trovare le relazioni che intercorrono tra le funzioni 
iperboliche e le funzioni iperboliche goniometriche e tra  valori corrispondenti 
delle variabili  t  e  . 
 
Sia  un angolo orientato del primo o dell’ottavo ottante  k2

4
0  oppure 

02
4

k  con Zk ); indichiamo con  t  il  doppio  dell’area del  settore  

iperbolico  delimitato   dai   lati   dell’angolo   e   dal   ramo    dell’iperbole 
122 yx  con 1x  ( 0t se 0 ,  0t se 0 ).  

      

Sulle funzioni iperboliche	 17



  

 
                                                                                                       )(2 SIAt  
    
Intersecando il secondo lato dell’angolo con il ramo considerato dell’iperbole, 
otteniamo le coordinate del punto P : 
 

122 yx
xtgy            

2

2

1

1
1

tg
tgY

tg
X

P

P

 

 
 

Definiamo pertanto, in 
4
;

4
 : 

 

21

1

tg
Coshg        

21 tg

tgSenhg . 

 
In base alle definizioni di  Cosht  e  di  Senh viste nel paragrafo 2., risulta 

1
1

2

2

t

t

e
eTghtTghgtg    (con 02 )(SIAt  nel primo ottante e 

02 )(SIAt  nell’ottavo ottante)   da cui: 
 

     
tg
tgt

1
1ln        e      

1
1

2

2

t

t

e
earctg .          

  
 

Negli altri ottanti, indicheremo con t il doppio dell’area del settore iperbolico 
delimitato dal semiasse cartesiano che delimita l’ottante, dal secondo lato 
dell’angolo  e dal ramo d’iperbole che attraversa l’ottante considerato; per 
ognuno di tali settori iperbolici, l’angolo che lo individua avrà come primo lato il 
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                                                                                                       )(2 SIAt  
    
Intersecando il secondo lato dell’angolo con il ramo considerato dell’iperbole, 
otteniamo le coordinate del punto P : 
 

122 yx
xtgy            

2

2

1

1
1

tg
tgY

tg
X

P

P

 

 
 

Definiamo pertanto, in 
4
;

4
 : 

 

21

1

tg
Coshg        

21 tg

tgSenhg . 

 
In base alle definizioni di  Cosht  e  di  Senh viste nel paragrafo 2., risulta 

1
1

2

2

t

t

e
eTghtTghgtg    (con 02 )(SIAt  nel primo ottante e 

02 )(SIAt  nell’ottavo ottante)   da cui: 
 

     
tg
tgt

1
1ln        e      

1
1

2

2

t

t

e
earctg .          

  
 

Negli altri ottanti, indicheremo con t il doppio dell’area del settore iperbolico 
delimitato dal semiasse cartesiano che delimita l’ottante, dal secondo lato 
dell’angolo  e dal ramo d’iperbole che attraversa l’ottante considerato; per 
ognuno di tali settori iperbolici, l’angolo che lo individua avrà come primo lato il 

  

semiasse cartesiano che delimita l’ottante e tale angolo  sarà considerato, come di 
consueto, positivo se è orientato in senso antiorario (in tal caso la sua area sarà 
positiva), negativo se è orientato in senso orario (in tal caso la sua area sarà 
negativa); determiniamo il settore iperbolico del primo o dell’ottavo ottante 

equivalente al settore iperbolico considerato, avente quindi anch’esso area 
2
t , 

individuato da un opportuno angolo avente come primo lato il semiasse non 
negativo  delle ascisse  ( ;t , esiste un angolo compreso nell’intervallo 

4
;

4
 a cui corrisponde un settore iperbolico avente come area 

2
t ; 

ovviamente,  a partire da tale angolo, ne esistono infiniti altri a cui corrispondono 

settori iperbolici tutti di area 
2
t  che si ottengono aggiungendo a questo un 

multiplo intero di 
2

). 

 
Sia  un angolo orientato del secondo ottante; indichiamo con t il doppio   
dell’area del settore iperbolico delimitato dal secondo lato dell’angolo , 
dall’asse y e dal ramo dell’iperbole 122 xy  con 1y  (in tal caso, l’angolo 
che individua il settore iperbolico è orientato in senso orario sarà pertanto 0t ). 
                         
Ovviamente il settore iperbolico considerato è uguale a quello individuato 

dall’angolo 
2

 (situato nell’ottavo ottante) e dal ramo d’iperbole di equazione 

122 yx  con 1x   ( 02
2

SI
At ). 

 
Intersecando il secondo lato dell’angolo con il ramo considerato dell’iperbole, 
otteniamo le coordinate del punto P : 
 

  
122 xy
xtgy            

1

1
1

2

2

tg
tgY

tg
X

P

P

 

 
 

Definiamo pertanto, in 
2
;

4
 : 

 

1

1
2tg

Coshg        
12tg

tgSenhg . 
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Ovviamente è:  
 

1
1

22 2

2

t

t

e
eCtghtCtghgctgtg  

 
da cui:  

1
1ln

1
1ln

tg
tg

tg
tgt                e     

   

1
1

1
1

2 2

2

2

2

t

t

t

t

e
earctg

e
earcctg         da cui      

1
1

2 2

2

t

t

e
earctg .      

 
   
Sia  un angolo orientato del terzo ottante; indichiamo con t il doppio   dell’area 
del settore iperbolico delimitato dall’asse y, dal secondo lato dell’angolo  e dal 
ramo dell’iperbole 122 xy  con 1y  (in tal caso, l’angolo che individua il 
settore iperbolico è orientato in senso antiorario sarà pertanto 0t ). 
 
Ovviamente il settore iperbolico considerato è uguale a quello individuato 

dall’angolo  
2

 (situato nel primo ottante)  e dal ramo d’iperbole di equazione 

122 yx  con 1x  02
2

SI
At .  

   
Intersecando il secondo lato dell’angolo con il ramo considerato dell’iperbole, 
otteniamo le coordinate del punto P  : 
 

122 xy
xtgy            

1

1
1

2

2

tg
tgY

tg
X

P

P

 

 
 

Definiamo pertanto, in 
4
3;

2
 : 

 

1

1
2tg

Coshg        
12tg

tgSenhg . 
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Ovviamente è:  
 

1
1

22 2

2

t

t

e
eCtghtCtghgctgtg  

 
da cui:  
  

1
1ln

1
1ln

tg
tg

tg
tgt            e 

 
 

1
1

1
1

2 2

2

2

2

t

t

t

t

e
earctg

e
earcctg         da cui      

1
1

2 2

2

t

t

e
earctg .   

 
      

Sia  un angolo orientato del quarto ottante; indichiamo con t il doppio   
dell’area del settore iperbolico delimitato dal secondo lato dell’angolo ,  
dall’asse x  e dal ramo dell’iperbole 122 yx  con 1x  (in tal caso, l’angolo 
che individua il settore iperbolico è orientato in senso orario sarà pertanto 0t ). 
                                   
Ovviamente il settore iperbolico considerato è uguale a quello individuato 
dall’angolo   (situato nell’ottavo ottante) e dal ramo d’iperbole di 
equazione 122 yx  con 1x  02 SIAt . 
       
Intersecando il secondo lato dell’angolo con il ramo considerato dell’iperbole, 
otteniamo le coordinate del punto P : 
 

122 yx
xtgy            

2

2

1

1
1

tg
tgY

tg
X

P

P

 

 
 

Definiamo pertanto, in ;
4
3  : 

 
     

21

1

tg
Coshg        

21 tg

tgSenhg . 
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Ovviamente è:  
 

1
1

2

2

t

t

e
eTghtTghgtgtg  

da cui:  
 

tg
tgt

1
1ln            e 

 

1
1

2

2

t

t

e
earctg         da cui      

1
1

2

2

t

t

e
earctg .        

 
 

Sia  un angolo orientato del quinto ottante; indichiamo con t il doppio   
dell’area del settore iperbolico delimitato dall’asse  x, dal secondo lato 
dell’angolo  e dal ramo dell’iperbole 122 yx  con 1x  (in tal caso, 
l’angolo che individua il settore iperbolico è orientato in senso antiorario sarà 
pertanto 0t ).  
Ovviamente il settore iperbolico considerato è uguale a quello individuato 
dall’angolo    (situato nel primo ottante) e dal ramo d’iperbole di equazione 

122 yx  con 1x  02 SIAt .   
    
Intersecando il secondo lato dell’angolo con il ramo considerato dell’iperbole, 
otteniamo le coordinate del punto P : 
 

122 yx
xtgy            

2

2

1

1
1

tg
tgY

tg
X

P

P

 

 
 

Definiamo pertanto, in 
4
5;  : 

 
     

21

1

tg
Coshg        

21 tg

tgSenhg . 
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Ovviamente è:  
 

1
1

2

2

t

t

e
eTghtTghgtgtg  

 
da cui:  

 

tg
tgt

1
1ln             e 

 

1
1

2

2

t

t

e
earctg         da cui      

1
1

2

2

t

t

e
earctg .        

 
 

Sia  un angolo orientato del sesto  ottante; indichiamo con t il doppio   dell’area 
del settore iperbolico delimitato dal secondo lato dell’angolo ,  dall’asse y  e 
dal ramo dell’iperbole 122 xy  con 1y  (in tal caso, l’angolo che individua 
il settore iperbolico è orientato in senso orario sarà pertanto 0t ).  
 
Ovviamente il settore iperbolico considerato è uguale a quello individuato 

dall’angolo   
2
3   (situato   nell’ottavo   ottante)   e   dal  ramo  d’iperbole  di  

equazione 122 yx  con 1x  02
2
3SI

At .   

     
Intersecando il secondo lato dell’angolo con il ramo considerato  dell’iperbole,  
otteniamo le coordinate del punto P : 
 

122 xy
xtgy            

1

1
1

2

2

tg
tgY

tg
X

P

P

 

   
 

 Definiamo pertanto, in 
2
3;

4
5  : 

 
     

1

1
2tg

Coshg        
12tg

tgSenhg . 
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Ovviamente è:  

1
1

2
3

2
3

2

2

t

t

e
eCtghtCtghgctgtg  

 
da cui:  

 

1
1ln

1
1ln

tg
tg

tg
tgt           e 

 

1
1

1
1

2
3

2

2

2

2

t

t

t

t

e
earctg

e
earcctg         da cui      

1
1

2
3

2

2

t

t

e
earctg .        

   
 
Sia  un angolo orientato del settimo ottante; indichiamo con t il doppio   
dell’area del settore iperbolico delimitato dall’asse y, dal secondo lato dell’angolo 

 e dal ramo dell’iperbole 122 xy  con 1y  (in tal caso, l’angolo che 
individua il settore iperbolico è orientato in senso antiorario sarà pertanto 0t ). 
Ovviamente il settore iperbolico considerato è uguale a quello individuato 

dall’angolo  
2
3   (situato nel primo ottante) e dal ramo d’iperbole di 

equazione 122 yx  con 1x  02
2
3SI

At . 

       
Intersecando il secondo lato dell’angolo con il ramo considerato dell’iperbole, 
otteniamo: 
 

122 xy
xtgy            

1

1
1

2

2

tg
tgY

tg
X

P

P

 

 
 

Definiamo pertanto, in 
4
7;

2
3  : 

 
     

1

1
2tg

Coshg        
12tg

tgSenhg . 
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Ovviamente è:  
 

1
1

2
3

2
3

2

2

t

t

e
eCtghtCtghgctgtg  

 
da cui:  

 

1
1ln

1
1ln

tg
tg

tg
tgt           e 

 

1
1

1
1

2
3

2

2

2

2

t

t

t

t

e
earctg

e
earcctg         da cui      

1
1

2
3

2

2

t

t

e
earctg .  

 
 
 

Riepilogando, sarà quindi:  
     
                - se il secondo lato di  è nel I o nel IV quadrante 

 

 
21

1

tg
Coshg        e       

21 tg

tgSenhg  

 
                
                - se il secondo lato di  è nel II o nel III quadrante 

 

   
21

1

tg
Coshg       e       

21 tg

tgSenhg . 

 

Per   k
2

,   con Zk ,   tg   non esiste,  ma   Coshg   e  Senhg  

esistono e risulta: 
 

0
2

kCoshg     1
2

kSenhg    (+1 per k pari e -1 per k dispari). 

 
     

Avendo posto 1Tghg  per 
24

k  con Zk ,  sarà, come abbiamo già 

visto,    k
2

 con  Zk ,     tgTghg .  
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Per qualunque angolo  risulta: 
 
 

-  nel primo e nell’ottavo ottante  (con    )2 )(SIAt   
 

          
cosCoshtCoshg     senSenhtSenhg      tgTghtTghg ;    

                                       
                

- nel secondo e nel terzo ottante (con   
2

2
SI
At ) 

     )
2

(senSenhtCoshg   )
2

cos(CoshtSenhg    ;)
2

( tgctgCtghtTghg  

 
 

- nel quarto e nel quinto ottante  (con   SIAt 2 ) 
 

     )cos(CoshtCoshg     )(senSenhtSenhg   tgtgTghtTghg )( ;  
 

 
- nel sesto e nel settimo ottante (con    

2
32

SI
At ) 

)
2
3(senSenhtCoshg   )

2
3cos(CoshtSenhg   .)

2
3( tgctgCtghtTghg      

    
 
Inoltre, per qualunque angolo , risulta: 

 

1
1ln

tg
tgt   se il secondo lato di è nel I o VIII o nel IV o V ottante  1tg ;  

(7) 

1
1ln

tg
tgt  se il secondo lato di è nel II o III o nel VI o VII ottante 1tg .   

 
 
Viceversa, per ogni  ;t ,  sarà:     
 

21
1

2

2

k
e
earctg t

t
         con  Zk      e  

4
;

41
1

2

2

t

t

e
earctg . 

     
 
Ad ogni  corrisponde un solo valore di t, invece, ad ogni t,  corrispondono 
infiniti valori  di (in ogni angolo giro, ci sono 4 angoli corrispondenti  a  ogni  
valore  di  t).     
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Quando 

24
k   con  Zk , riportandoci per 

24
k  da sinistra a un 

angolo del primo ottante e  per 
24

k  da destra a un angolo dell’ottavo 

ottante,  si vede che  t  se  
24

k    da sinistra  e t  se 

24
k   da destra (coerentemente con le (7)).   

     
Ovviamente, le funzioni Senhgx  e Coshgx  sono, come le corrispondenti funzioni 
circolari, periodiche di periodo 2  e hanno entrambe dominio  

ZkkxRxD ,
24

/  e codominio ;C . 

 
Inoltre Senhgx , come senx ,  è una funzione dispari, Coshgx , come xcos , è una 
funzione pari, Tghgx , come tgx , è una funzione dispari; inoltre, come per le 
corrispondenti funzioni circolari senx  e xcos , il grafico della funzione Senhgx  si 

ottiene traslando di vettore 0;
2

v  il grafico della funzione Coshgx .  

 
                                       

 
Grafico della funzione Senhgxy  
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Grafico della funzione Coshgxy  
 
 

Mentre le funzioni Senht  e Cosht  sono definite e continue in tutto R, le funzioni 
Senhgx  e Coshgx  sono quindi, come già osservato, definite in 

ZkkxRxD ,
24

/  e presentano infiniti punti di discontinuità di 

seconda specie. 
 
Evidentemente,  i valori che assume la funzione Coshgx  quando x varia in 

kk 2
4

;2
4

 sono gli stessi che assume la funzione Cosht  quando t 

varia in ;   cioè variano in ;1  con Coshgx  uguale a 1 per  x=0  e che 

tende a  quando  x a tende a  k2
4

  da  destra  o   a   k2
4

  da 

sinistra.  
Ugualmente, i valori che assume la funzione Senhgx  quando x varia in 

kk 2
4

;2
4

 sono gli stessi che assume la funzione  Senht  quando  t  

varia in ;   cioè variano in ;  con Senhgx  uguale a  0  per  x=0  e 

che tende a   quando  x a tende a  k2
4

  da  destra  e  a    quando  x 

a tende a  k2
4

  da  sinistra.   
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La funzione iperbolica goniometrica Tghgxy , come abbiamo già visto,  

coincide con la funzione  circolare goniometrica tgxy   (abbiamo posto  

1
24

kTghg   per ogni k pari  e  1
24

kTghg   per ogni k 

dispari). 

 
Grafico della funzione Tghgxy   

 
      

Ovviamente (essendo P un punto di una delle due iperboli di equazioni 
)122 yx , D , risulta: 

 
122 SenhgCoshg                (8). 

     
   
Nel primo e nell’ottavo ottante,   TghtTghgtg  con  )(2 SIAt ,  quindi: 
 
 

2
)(

4
1

1

1
1

1
1
1

2

222

tt

tt
tt

tt

ee

eeee
eetTghtg

Coshg  
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2
)(

4
1

11
2

222

tt

tt

tt

tt

tt

tt

tt

tt

ee

ee

ee
ee

ee
ee

ee
ee

tTgh
Tght

tg
tgSenhg . 

 
       
 
Negli altri ottanti, ci riportiamo sempre a un angolo del primo o dell’ottavo 
ottante. 
    
Nel secondo ottante: 
 

22
1

1

1

1

1
2

1

1

1
22

2
2

tttt

tt

tt

eeee

ee
eetCtghctgtg

Coshg
 

 

.
22

)(

1
11

2

2

1 22
2

2

tttt

tt

tt

tt

tt

tt

tt

eeee
ee
ee

ee
ee

ee
ee

tCtgh

Ctght

ctg

ctg

tg

tgSenhg

 

 

(
2

 è un angolo dell’ottavo ottante; essendo 0t , sarà 0tt ee ).   

              
 

Procedendo allo stesso modo in tutti gli ottanti, D ,  sarà: 
 

 

2

tt eeCoshg           
2

tt eeSenhg       (9) 

 
 
da cui 
 

teSenhgCoshg            (10).  
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2
)(

4
1

11
2

222

tt

tt

tt

tt

tt

tt

tt

tt

ee

ee

ee
ee

ee
ee

ee
ee

tTgh
Tght

tg
tgSenhg . 

 
       
 
Negli altri ottanti, ci riportiamo sempre a un angolo del primo o dell’ottavo 
ottante. 
    
Nel secondo ottante: 
 

22
1

1

1

1

1
2

1

1

1
22

2
2

tttt

tt

tt

eeee

ee
eetCtghctgtg

Coshg
 

 

.
22

)(

1
11

2

2

1 22
2

2

tttt

tt

tt

tt

tt

tt

tt

eeee
ee
ee

ee
ee

ee
ee

tCtgh

Ctght

ctg

ctg

tg

tgSenhg

 

 

(
2

 è un angolo dell’ottavo ottante; essendo 0t , sarà 0tt ee ).   

              
 

Procedendo allo stesso modo in tutti gli ottanti, D ,  sarà: 
 

 

2

tt eeCoshg           
2

tt eeSenhg       (9) 

 
 
da cui 
 

teSenhgCoshg            (10).  
 
       

     
 
 
 
      
 

 

Per le funzioni circolari,  trad , con  )(2 SCAt ,  quindi le relazioni: 
 

 

2
cos

ii ee       
i
eesen

ii

2
 

 
 

e la formula di Eulero: 
 

ieisencos ,   
 

 
se  è espresso in radianti, possono essere riscritte nel modo seguente: 
 

 

2
cos

itit ee       
i
eesen

itit

2
        

 
e: 

iteisencos  
          

che presentano qualche analogia con le relazioni (9) e (10), così come la relazione 
fondamentale tra seno e coseno di uno stesso angolo presenta qualche analogia 
con la relazione (8). 
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