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Logaritmi e Potenze nell’insieme

dei Numeri Complessi

Sulla questione della polidromia

I
Carmen Carano

Sunto

In questo articolo, partendo dalla formula di Eulero, si arriva alla formula
per il calcolo del logaritmo e da questa a quella per il calcolo della potenza
in C, affrontando contestualmente la questione della polidromia e verifican-
do come tali operazioni, con opportune restrizioni, siano del tutto coerenti
con la formula di De Moivre e con le operazioni di logaritmo e di potenza (e
quindi anche di radice n—esima) in R, risultando pertanto una naturale esten-
sione delle stesse da R a C.

1. Dalla formula di Eulero al logaritmo in C
Come ¢ noto, a partire dalla formula di Eulero:

e" =cosx +isenx,

"ITST “G. Marconi” — Campobasso. e-mail: c.carano@tiscali.it.



8 Carmen Carano

si ottiene la definizione di logaritmo (e da questa, come vedremo nel

paragrafo 2., quella di potenza) nell’insieme dei numeri complessi.
Per arrivare alla definizione di logaritmo in C, dovremo passare

dalla formula di Eulero e” = cosx +isenx, alla ix = In(cos x + isenx).

Di fatto cio significa passare dalla funzione u(x) =e" (complessa di
variabile reale), alla sua inversa x(u)=(1/7)-Inu (reale di variabile
complessa: Vx e R, quindi, (In(cos x + isenx))/i € R).

Affinché una funzione sia invertibile, deve essere biunivoca, ma
u(x) ha come dominio tutto R (il suo codominio ¢ invece I’insieme dei
numeri complessi rappresentati, nel piano di Gauss, dagli infiniti punti
della circonferenza di centro O e raggio unitario) ed & periodica® (di
periodo 27), pertanto sicuramente non biunivoca. Per renderla inver-
tibile bisognera restringere il suo dominio a un insieme all’interno del
quale abbia ancora lo stesso codominio e risulti biunivoca. Si vede fa-
cilmente che bastera considerare come dominio della #(x) un qualun-
que intervallo di ampiezza pari al suo periodo’.

% Due funzioni, una I’inversa dell’altra, hanno dominio e codominio che si inver-
tono, pertanto se una delle due ¢ periodica e quindi assume lo stesso valore in corri-
spondenza di infiniti valori della variabile indipendente, 1’inversa (se non operiamo
un opportuno restringimento del dominio) assume per ogni valore assegnato
dell’argomento, infiniti valori.

3La u(x), definita da D al suo codominio, ¢ ovviamente suriettiva. Affinché sia
anche iniettiva dobbiamo restringere D in modo che a valori diversi della variabile
indipendente x corrispondano valori diversi della #(x) e quindi in modo che
u(x,) =u(x,) =>x, =x,.

) ) {cosx1 =CoSX,
COSX, +isenx, = cosx, +isenx, <
Senx, = senx, ciog:
(Cr, =x, +2km)v (x, =—x, + 2km)) A (X, =X, + 2hm) v (X, =T =X, + 2h7m))Vk,he Z
Vk,h e Z e si vede facilmente che cio si verifica <X, =X, +2mz VYme Z .
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Consideriamo d’ora in poi la restrizione del dominio della u(x)

all’intervallo D, =[0;2z["; i punti del piano di Gauss che rappresenta-
no il codominio della funzione, descriveranno una sola volta la circon-
ferenza di centro O e raggio unitario e si potra quindi considerare la
funzione inversa della u(x), cio¢ la funzione x(u)=(1/i)-Inu.

In quanto segue, applicheremo il principio di permanenza delle
proprieta formali di Hankel e quindi, per arrivare alle definizioni di
logaritmo e di potenza in C, supporremo che permangano le proprieta
di tali operazioni, valide in R, anche nel campo complesso (le proprie-
ta delle potenze e, da queste, le proprieta e la formula del cambiamen-
to di base dei logaritmi).

Dalla formula di Eulero con dominio D,, si ottiene:
ix = In(cos x + isenx)

* Scegliendo D, =[0;27], il codominio della u(x), e quindi il dominio della
funzione inversa x(u), sara costituito dai numeri complessi di modulo 1 e argomen-
to anch’esso variabile in [0;271’[, mentre il codominio della funzione inversa sara
ovviamente C, =D, = [0;27[[.

Scegliendo D, =[p;q[, sempre di ampiezza 27, il codominio della u(x), e
quindi il dominio della x(), sara costituito dai numeri complessi di modulo 1 e ar-
gomento variabile in [p;q[(rappresentati nel piano di Gauss dagli infiniti punti della
circonferenza goniometrica, presi una sola volta) mentre il codominio della funzio-
ne inversa sara ovviamente C, =D, =[p;q[; al variare del restringimento del do-
minio, operato affinché la funzione risulti invertibile, quindi, variera anche il codo-
minio della funzione inversa.

Questo ¢ equivalente a cid che succederebbe se, per esempio, per invertire la
funzione seno, si restringesse il suo dominio non come convenzionalmente si fa

all’intervallo [—7[/ 2/ 2], ma ad un altro intervallo in cui tale funzione sia biuni-
voca, per esempio all’intervallo [7Z /2;(3/ 2)7[]; ovviamente in tal caso il codominio

dell’arcoseno sarebbe [77/2;(3/2)7].

Ritornando al nostro caso, scegliendo di restringere il dominio in modi diversi, il
codominio della funzione u(x), pur rimanendo, per la periodicita della funzione,
sempre lo stesso insieme di numeri complessi, sara costituito da numeri complessi
con lo stesso modulo ma con argomenti diversi: tali argomenti saranno variabili
proprio nell’intervallo Dy = [p;q[ di ampiezza 27 in cui abbiamo ristretto il domi-
nio.



10 Carmen Carano

da cui, per x =, si ha:
In(-1)=ix (1)
L’uguaglianza (1) permette, come ¢ noto, di estendere 1’operatore
logaritmo definito in R (con argomento positivo e base positiva e di-

versa da 1), al logaritmo definito in C (con argomento diverso da 0 e
base diversada 0 e da 1).

1.1. Calcolo in C del logaritmo con base reale (positiva e diversa da 1)
di un numero reale negativo

Calcoliamo, per esempio, In(-3):
In(-3) =In(3) +In(-1) =In(3) +ix
In generale, per un generico a < 0, risultera:
In(a) = ln‘a‘ +In(-1) = ln‘a‘ +ir
e, per una base ¢ (con ceR",c#]1):

log, a= 1 (In|a|+ In(-1)) = 1 (In|a|+ i)
Inc Inc

1.2. Calcolo in C del logaritmo con base reale (positiva e diversa da 1)
di un numero immaginario

Calcoliamo, per esempio, In(3i) e In(=3i):

In(3i) = In3+Ini = In3 + In(v—1) = 1n3+i§

In(=37) =In(-1) + In3 + Ini =iﬁ+1n3+i% = 1n3+l%7r

In generale:

- seb>0

In(bi) = Inb + i%
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- seb<O

In(bi) = ln‘b‘ + i% Vs

e per una base ¢ (con ce R",c#1):
- seb>0
log, (bi) = L(lnb + ifj
Inc 2

- seb<0

log_ (bi) = 1(lnb + i37zj
Inc 2

1.3. Calcolo in C del logaritmo con base reale (positiva e diversa da 1)
di un numero complesso (diverso da ()

Consideriamo il generico numero complesso non nullo u =a+ib
(a,b e R), di modulo p e argomento « e quindi avente forma trigo-

nometrica u = p(cos a +isencr)’.
Per la formula di Eulero ¢:
u = p(cos a +isena) = pe'”
pertanto sara:
Inu = In(p(cos a +isencr)) =In p +1Ine™

e, per quanto detto in precedenza, per poter calcolare Ine’®, dovremo
far variare

SCon p=va’+b*, a=arctg(b/a)se a>0, a=arctg(b/a)+r se a<0.
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a 1n un intervallo di ampiezza 27 , per esempio in [0;27]".
Avremo quindi:

Inu =In(p(cosa +isenax))=Inp+icx
in cui a € [0;27]".
Per una generica base ¢ (con c€R",c#1):

log.(p(cos a +isena)) = L (In p + In(cos @ + isenax)) = L (Inp+ic)
Inc Inc

sempre con « € [0;27].

1.4. Calcolo del logaritmo con base complessa w (diversa da 0 e da 1)
di un numero complesso u (diverso da ()

Considerati w=c+id e C—{0,1} ¢ u=a+ibe C—{0}, di coordinate po-
lari rispettivamente (o, ;) e (p,,,), sara:

log.__ (a+ib) = In(a+ib) _ In(p,(cosa, +isencr;)) Inp, +Ine™

In(c +id) N In(p, (cos @, +isena,)) “In p, +1lne™

Come nel sottoparagrafo 1.3., per poter calcolare Ine'™ e Ine'*, bi-
sogna far variare @, ¢ «, in intervalli di ampiezza 27 (non necessa-
riamente uguali), per esempio in [0;27].

% Se non operassimo tale restrizione sull’intervallo in cui far variare ¢ , sarebbe
ovviamente come se calcolassimo, per esempio, arcsin(senc) senza aver ristretto
opportunamente il dominio della funzione seno, e quindi il codominio della funzio-
ne arcoseno, a un intervallo in cui tale funzione ¢ invertibile, ottenendo pertanto
arcsin(sena) = a+2krw ke Z , cioé si avrebbero infiniti valori, come per I’inversa
di una qualunque funzione periodica.

7 Quindi, come ¢ noto, il logaritmo naturale di un numero complesso di modulo
P e argomento ¢ ¢ un numero complesso avente parte reale Inp e coefficiente
dell’unita immaginaria ¢.
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Avremo quindi la seguente formula generale per il calcolo del lo-
garitmo in C:
log,..,(a+ib) = m
Inp, +ia, (1)
in cui a;,a, €[027].

In generale, per ogni scelta degli intervalli [p:q[, con g—p=27,in
cui faremo variare @, e «,, il logaritmo ¢ un unico numero comples-
s0; in corrispondenza degli infiniti intervalli [p:q[ che si possono sce-
gliere, si avranno infiniti valori del logaritmo diversi tra loro (per due
qualunque di essi, le differenze tra i due argomenti di a+ib e tra i due
argomenti di c+id saranno ovviamente multipli interi di 27 ).

Per ognuna delle determinazioni del logaritmo (in corrispondenza
della scelta degli intervalli in cui imporremo che varino ¢, e «,) sara
ovviamente:

mod(log, u) =mod(Inu)/mod(Inw) ¢ arg(log, u)=arg(lnu)—arg(lnw)

Affinché pero la formula (1) sia coerente con la definizione di lo-
garitmo in R, e pertanto il logaritmo in C sia una generalizzazione del
logaritmo in R, sara necessario che «;,a, 6[0;271[ (o che comunque
appartengano a un intervallo di ampiezza 27z che contenga lo 0)°.

2. Calcolo delle potenze in C
2.1. Calcolo di u=e" con z=f +ig

Per la formula di Eulero, sara:

u=e’ =e'" =e’ . =e’ (cos g +iseng).
In forma trigonometrica, se £ € &; sono rispettivamente il modulo
e I’argomento di z e se indichiamo con o, e ¢, rispettivamente il mo-

dulo e I’argomento del numero u cercato, sara:

¥ In tal caso infatti, se g+ibe R" e C+id€R+—{1}, sara ovviamente
p=a, p,=c#le a, =a,=0.
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3 (cos ay+isenay) 3OSy

u=e =e =e (cos(pysena,) + isen(pysena))

e quindi:

— pP3c0sa;

P =e e a, = pysena,.

2.2. Calcolo di (c+ l'd)_/’+ig

Nel sottoparagrafo 1.4. abbiamo visto che, YueC-{0} e
Vwe C—{0,1}, restringendo gli insiemi in cui far variare gli argomenti
di u e w a intervalli di ampiezza 27, si ottiene:

(con p, € p, e con «a, e a, rispettivamente moduli e argomenti di u e
di w); per rendere la definizione di logaritmo in C coerente con quella
di logaritmo in R, abbiamo scelto «,,a, [0;27[[.

Tale numero complesso puo essere riscritto nella forma:

_ (Inp Inp, +,a,) +l~(a1 Inp, —a,Inp,)
(Inp,)* +(a,)* (Inp,)* +(a,)’

log, u

e quindi ¢, al variare di o, e p, in R*, un qualunque numero apparte-
nente all’insieme C (la parte reale e il coefficiente dell’unita immagi-
naria variano in tutto R).
Pertanto, consideriamo un qualunque numero complesso z=f+ig e
una generica base complessa non nulla w=c¢+id e diversada 1.
Cerchiamo un numero complesso non nullo 4 =a+ib tale che:

S +ig=log,(a+ib)

In forma trigonometrica, siano a+ib = p,(cosa, +isenc,),
c+id = p,(cosa, +isena,), | +ig = ps(cosa; +isena;).

Dovra essere:

. Inp +ia
p;(cos a; +isena;) 21017.1
Inp, +ia,
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da cui:
Inp, +ia, =(p;(cosa; +isena,))-(Inp, +icr,)
ciog:
Inp, +ia, = p,cosa, Inp, +ip,a, cosa, +ip;sena; In p, — p,a,sena;,
Dovra quindi essere

Inp, = p,(In p, cosa; — a,sena;)

da cui (se facciamo variare @; in un intervallo di ampiezza 27 in mo-
do da rendere invertibile la funzione In p,):

Inp, \ p3cosay P3COS a3
(™) P>

p3(In p, cosay—aysenaz)

P =e€ ep3azsena3 - paPena;
e:
a, = py(a, cosa, +senay In p,).
Avremo quindi la formula generale per il calcolo della potenza in C:
(C + l'd).f+ig — (p2 (COS a, + isenaz)p3 (cos oy +isenas) _
X 3 COS a3

(cos(p;(ax, cosa, + senoy In p,)) +isen(p;(a, cosa; + senoy In p,))

e P30 senay

che, equivalentemente, se p, € @, sono rispettivamente il modulo e
I’argomento di ¢ +id , puo essere riscritta nella forma piu sintetica:

S
(cid)"* = L (cos(fa, + g n py) +isen(fo, + g py)

incui f=pscosa; e g=p;sena;,

Se f ¢ un numero intero, il valore della potenza ¢ unico per
a, € [2k7z;2(k+1)7r[, VkeZ.
Se f'¢ un numero irrazionale, per ogni scelta degli intervalli di ampiezza
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27 1n cul possiamo far variare «,, si ottiene un unico numero com-
plesso che rappresenta la potenza w* e al variare degli infiniti inter-
valli che si possono scegliere, come per il logaritmo, si avranno infini-
ti valori diversi di tale potenza.

Se f=m/neQ,al variare di «, negli intervalli [2k7z;2(k + 1)7[[ con k
che assume 7 valori interi consecutivi, si ottengono # valori diversi del-
la potenza; per tutti gli altri valori interi di &, precedenti e successivi, i
valori corrispondenti della potenza si ripetono ciclicamente di 7 in r°.

La formula (2), nel caso in cui w e z siano numeri reali, risulta coe-
rente con la definizione di potenza in R'.

?Quindi, V(f +ig) € C e V(c+id) e C—{0;1},
- sef ¢&un numero intero esistera un unico a+ibe C— {0} tale che
frig=log,,(a+ib) ;
- se f=m/neQ esisteranno n numeri diversi a+ibeC— {0} tali che
f+ig=log,,(a+ib);
- se f & Q esisteranno infiniti numeri diversi a +ibe C — {0} tali che
f+ig=log,.,(a+ib).
"In tal caso infatti, se w=c+id € R— {0,1} e z=f+ige R, sara ovviamente
(se facciamo variare &, in [O;Z?Z’DZ
pr=cea,=0sec>0, p,=—Ce Q, =7 se ¢ <0.Applicando la (2):
- sec>0, VfeR, sara:
w =c’ (cos0+isen0) =c’ (cos0)=c’ eR.
- sec<0
se f ¢ un numero intero (sia per f pari, che per f dispari), sara:
w = (=c)’ (cos(frr) +isen( fr)) = (—c)’ (cos(fr))=c’ e R;
se f=m/neQ), sara (sia per m pari che per m dispari):
w = ((—c)’”(cos(mzr) + isen(mﬂ))”" = ((—c)”’(cos(mﬂ)ﬁ = (c”’)'ll =c’
che se n ¢ dispari ¢ un numero reale per ogni m , se n ¢ pari ¢ un numero reale
solo se m ¢ pari (quindi se m/n ¢ una frazione ridotta ai minimi termini g R );

se [ &0, sara:
w = (=c)’ (cos(fr) +isen(frr)) & R.
(In R infatti, se f € O, non si definisce ¢’ nel caso in cui ¢ < 0 ).

Lapotenza 7 assume, se > ¢ 7 , lo stesso valore con o, € [2k7z;2(k+1)7r[, VkeZ.
Ovviamente dalla (2) si haanche 1 =1 VzeRe 0° =0 VzeR".
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2.3. Formula di De Moivre come caso particolare della formula (2)

La formula (2), se z ¢ R (e quindi g =0), sara:

u=(c+id) = p,” (cos(fa,) +isen( far,))

che, per /€N (o se, piu in generale, f ¢ un qualunque numero inte-
10), ¢ la formula di De Moivre.

E evidente che, per valori assegnati di fe di p,, u assume lo stesso
valore tutte le volte che si attribuiscono a «, valori che differiscono
per multipli intero di (27)/ /', quindi si puod pensare come una funzio-
ne della variabile «,, periodica di periodo (27)/ f .

2.4. Calcolo della radice n—esima di un numero complesso

Come abbiamo visto nel sottoparagrafo 2.2., se f =m/n e Q, i valori del-
le potenze che si ottengono per a, € [2kz;2(k +1)z[ al variare di & in Z,
assumono 7 valori diversi tra loro che si ripetono ciclicamente di 7 in 7.
Calcoliamo quindi gli » valori diversi della potenza per f =1/n.
Se y = p(cosa +isena), come € noto, le radici n—esime di y saranno
1 numeri complessi:

1( a+2kr . a+ 2k7zj
"l cos +1sen
n n con k=012,..(n-1).

Ricalcoliamo tali radici partendo dalla (2). Si ha:

1

1 ! a a
yr = (p(cosa + isena))? =p" (cos +isen)
n n

3)

che assume un unico valore per ognuno degli infiniti intervalli
[2k7r;2(k + 1)7z[, con k e Z, in cui puo variare I’argomento della base.

Come visto nel sottoparagrafo precedente, gli n valori della radice
n—esima di y che si ottengono per k=0,1,2,...(n—1), con argomenti ap-
partenenti rispettivamente agli intervalli: [0;(27)/n[, [27)/n;(47)/ 1],
...[@(n-1)7)/n22], sono diversi tra loro.
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Al variare di k& comunque in Z, i valori delle radici trovati per
k=0,1,2,...(n—1I), come detto precedentemente, si ripetono ciclicamente di
ninn.

Sea e [0;27[[, sara:
(a+2n) e [27[;47[[, (a+4r) e [47r;67r[, . (a+2(n-Dm)e [2(n - 1)7[;2n7r[

e le radici corrispondenti a tali » valori degli argomenti di y saranno
quindi, le seguenti:

1 | 1 o o
y", =(plcosa +isena))n = p" [cos +isen j
n n

cio¢ la radice n—esima di y con argomento appartenente all’intervallo [0;(27)/n[;

1 1

" Y a+2x i a+2r
y", =p"l cos +isen
n

n

cio¢ la radice n—esima di y con argomento appartenente all’intervallo
[(7)/ m; (47 / n;

1 1

- - a+4r . a+4r
y", =p"| cos +isen
n n

cio¢ la radice n—esima di y con argomento appartenente all’intervallo
[(47)/ n;(67)/ n] e cosi via...;

! ‘( a+2n-Hr | a+2(n—1)7rj
y", =p"|cos +isen
n n

cio¢ la radice n—esima di y con argomento appartenente all’intervallo
[(2(n—1)7)/ n;27].

2.5. La radice n—esima in R come caso particolare della radice n—
esima in C
2.5.1. Radici quadrate

I valori della radice quadrata di un generico numero complesso
y = p(cosa +isenax) si otterranno dalla formula:
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1

! I il
y2 =(p(cosa +isena))2 = p? (cosj + isen(;j
che assume un unico valore per ognuno degli infiniti intervalli
[2kz;2(k + 1)7[, con k e Z , in cui puod variare I’argomento della base.

Come visto nel sottoparagrafo precedente, i 2 valori della radice quadrata
di y che si ottengono per k=0,/, con argomenti appartenenti rispettivamen-

te agli intervalli [0;(27)/2[=[0;7] e [(27)/2;(47)/2[=[r;27], sono diversi
tra loro.

Al variare di k comunque in Z, i valori delle radici trovati per k=0,1, co-
me detto precedentemente, si ripetono ciclicamente di 2 in 2.

1. SiageR’

Se supponiamo « € [0;27[[, sara o =0:
Lo 0y !
a’ =a?*| cos—+isen— |=a?
2 2

cio¢ la radice quadrata di a con argomento nell’intervallo [0; 71'[;

S5 0+27 . 0+2% 3
ac, =a“| CoSs > +1sen > =—a

cioé la radice quadrata di @ con argomento nell’intervallo [7;27].

.. \ 11
In tal caso le due radici quadrate, come € noto, sono entrambe reali .

""Nell’insieme R, le radici n—esime con n pari di numeri positivi si ottengono in-
vertendo le funzioni y=x” che non sono invertibili nell’intero loro dominio
D= ]’ 00;+00[. Affinché possano essere invertibili sara necessario restringere il loro
dominio all’insieme D, Z]—OO;O[, ottenendo in tal modo la radice negativa, o

all’insieme D, = [0;+00[, ottenendo in tal modo la radice positiva.
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2. Sia ac R
Se supponiamo « € [0;27z[, sard ¢ =7
1 1 1
L T . T L
a?, :‘a‘z Ccos— +isen— =‘a‘2 -q
2 2

cioé la radice quadrata di a con argomento nell’intervallo [0;7];

! 1 T+27r . m+2rw L
a?, =‘a‘2 cos +isen =—‘a‘2‘z
2 2
cio¢ la radice quadrata di @ con argomento nell’intervallo [7;27].

In tal caso le due radici quadrate, come € noto, non sono reali ma
entrambe immaginarie.

2.5.2. Radici cubiche

I valori della radice cubica di un generico numero complesso
y = p(cosa +isena) si otterranno data dalla formula:

1 1
yg = (p(cosa + isena))% = p{cos? + isen(;j

che assume un unico valore per ognuno degli infiniti intervalli
[2k7;2(k +1)z], con k e Z , in cui puod variare I’argomento della base.

Come visto nel sottoparagrafo precedente, i tre valori della radice cu-
bica di y che si ottengono per k=0,1,2, con argomenti appartenenti ri-
spettivamente agli intervalli [0;(27)/3[, [(27)/3;(47)/3[ e [(47)/3:24],
sono diversi tra loro.

Al variare di £ comunque in Z, i valori delle radici trovati per k=0, 1,2,
come detto precedentemente, si ripetono ciclicamente di 3 in 3.

1. Sia g e R*

Se supponiamo « €[0;27], sard o =0:

1 1 1

3 3 0 . 0 3

a* =a®| cos—+isen— |=a’
3 3
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cioé la radice cubica di a con argomento nell’intervallo [0;(27)/3[;

Lo o042z 0+27) i 1 B,
a’, =a’| cos 3 +isen 3 ) T

2 2

cio¢ la radice cubica di a con argomento nell’intervallo
[(27)/3;(4m)/3[;

YooY ogson o 2z+27) M1 A3
a’, =a’| cos 3 +isen 3 =q3| —=———1

cio¢ la radice cubica di a con argomento nell’intervallo [(471')/ 3;27:[.

In tal caso solo la radice @', & reale.
2. Sia ac R
Se supponiamo « € [0;27], sara o = 7

LY N Y A WS BENC
a, 2‘0‘3 COS—+1sen— =‘a‘3 —+—1
3 3 2 2

cioé la radice cubica di  con argomento nell’intervallo [0;(27)/3][;

é 1 T+2r . T+2r 1 %
azz‘a‘3 cos 3 +isen 3 =—‘a‘3=a

cio¢ la radice cubica di a con argomento nell’intervallo
[(27)/3;(47)/3];

% 1 37+2x . 3r+2rx 1 V3,
a 3:\a\3 oS +isen z\ah ———
3 3 2 2

cio¢ la radice cubica di a con argomento nell’intervallo [(47z)/ 3;27[[.

. 1/3 \
In tal caso solo la radice a ', ¢ reale.

Analogamente si ottengono, sempre partendo dalla (2), le radici n—
esime di numeri reali (positivi o negativi), qualunque sia I’indice n

della radice (ovviamente, se a=0, ¥/a =0).
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