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Prefazione

Questo libro nasce in parte dalle esercitazioni di un corso di
Analisi Complessa per la Laurea triennale. Affiancato ad un libro
elementare sull’argomento esso svolge moto bene il suo compito:
aiutare e stimolare gli studenti. Per il docente: per come vengono
esposti gli esercizi e 'introduzione ad essi, puo’ servire molto bene
come Eserciziario anche di un corso in cui ’esposizione non segue
I’ordine dei capitoli di questo libro; capitoli piu’avanzati possono
essere usati sia come ultima parte o parte facoltativa di un primo
corso elementare di Analisi Complessa, sia come Eserciziario per
un corso avanzato. Per gli studenti: si presta molto bene per uno
studio personale, anche se naturalmente richiede 1'uso
contemporaneo di un testo o di dispense di Analisi Complessa. 11
capitolo Analisi Complessa Visiva puo’essere dilatato a piacere
fino a diventare un corso completo annuale seguendo T. Needham,
Visual Complex Analysis, Oxford University Press (che
pero’secondo me non si presta come primo corso di Analisi
Complessa, piuttosto come self-study accanto ad un primo corso o
come approccio guidato da un esperto per studenti non di
matematica, ma con interessi molto avanzati); ’argomento sembra
molto importante per applicazioni all'ingegneria della visione.

Edoardo Ballico !

IProfessore Ordinario di Geometria presso 'Universita di Trento
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Capitolo 1

Numeri complessi

1.1 Forma algebrica
Esercizio 1.1.1. Dimostrare che Vz € C si ha:

1. z+zeR.

2. zzeR.
Soluzione 1.1.1. Sia z = a +ib; ne seque che Z = a — ib e quindi:

z+Z=a+1ib+a—1b=2a€R.
Inoltre:
2z = (a+1ib) (a —ib) = a® —i*b* = a* + b* € R.
Questo prova quanto richiesto.
Esercizio 1.1.2. Sia:
H={zeC:Rez>0}.

Dimostrare che: .
z€EH& — € H.
z



Soluzione 1.1.2. Sia z € H. Se scriviamo z = a + ib avremo che
a > 0 per definizione di H. Si ha allora:

11 (a —ib) ~a—=ib  a . b
z a+ib  (a+ib)(a—ib) aZ+b> a2+ D> Y b2
e quindi:

1 a

Si procede in modo analogo per 'implicazione inversa.

Nota 1.1.1. L’insieme H si chiama semipiano superiore (Fig
1.1).

Figura 1.1: Il semipiano superiore

Esercizio 1.1.3. Siano z,a € C. Dimostrare che:
I1—za*—|z—af = (1- \z|2) (1- |a\2) :

Soluzione 1.1.3. Ricordiamo preliminarmente che per ogniw, z1, 2o €
C si hanno le sequenti identita:




Avremo allora:
11— zal* = (1—za) (1 —za).
da cui:
11— za)* = (1 - za) (T - za) = (1 — za) (1 — za.)

e quindi:
12 _ _ —
|1 —za|” =1—Za — za + zaza.

e in definitiva:
11— za|* =1—za —za+ |z |al”.
D’altra parte:
lz—a’=(2—a)(z—a) = (2 —a) (Z—a) = 2Z — 24 — aZ + aq
da cui seque:
|z —al|® == |2)* + |a]* — za — aZ.
e quindi:
1 —za—|z—a|* =1-Za—za+ |2 |af — 2" = |af* + 2@+ aZ =

2 2

=1+ |z |af* — |2* — |af” =
= (1—12") —lal* (1 = |2]") =
=(1- |z|2) (1- |a\2) :

che ¢ la test.

Esercizio 1.1.4. Sia a € C tale che |a| < 1. Dimostrare che:

< 1.

\z|<1<:>‘

Z—a
—za

1



Soluzione 1.1.4. Iniziamo col provare che:

< 1.

\z|<1:>'

zZ—a
1—za
Osserviamo, preliminarmente che, nelle ipotesi fatte si ha:
|1 — za| # 0.
Infatti se fosse:
|1 —za|=0

avremmo che za = 1 e dunque: |za| = 1. Cio é impossibile perché
|z| < 1 elal < 1. Premesso cio possiamo considerare l'identita
dimostrata nell’esercizio 1.1.1 e dividerne entrambi i membri per
|1 — za|’, ottenendo:

o —af (L= 12P) (1= laf)

11— za|?

che potremo riscrivere come:

P (-l (- )

B 11— za|?

1— zZ—a

1—za

Allora, dalle ipotesi fatte vediamo subito che il secondo membro é
positivo e quindi dovrad essere:

2
zZ—a
1— —| >0
1—za
da cui:
zZ—a
<1
1—za
Supponiamo viceversa di sapere che:
Sh |
1—za ‘




Allora sicuramente avremo:

(1= 12%) (1~ lal)

11— zal?

>0

e poicheé per ipotesi |a| < 1 dovrd essere 1 —|z]* > 0 e quindi |z| < 1.

Esercizio 1.1.5. Sia a € C tale che |a| < 1. Dimostrare che:

Soluzione 1.1.5. Sia |z| = 1. Ragionando come nell’esercizio prece-
dente si ha che: 1 — za # 0. Inoltre, poicheé:

I1—za*—|z—af = (1- \z|2) (1- |a\2) :
avremo che:
11— zal’ = |z—a|”.
e quindi:
2 —al _
11— za|?

Viceversa, supponiamo di sapere che:

1.

|z —af’
|1 — za|
Allora:
1—za’—|z—af’=0
e quindi:

(1- \2\2) (1- |a|2) =0
ed essendo,per ipotesi, |a| < 1 dovra essere |z| = 1.

Esercizio 1.1.6. Sia z = x + iy € C. Dimostrare che:

2+ 1ol _

\/5 x

2| < 2l + [yl



Soluzione 1.1.6. Per quanto riguarda la prima disuguaglianza si
ha che:

2] + || |z + ||

HM) 2, 2
<zl e ——— < V22 +y <4yt &
v SHe=5 (\@ v

2
PR —5 vl

+y<:>

2 2
-2
o P8 =20l

e dunque essa ¢ vera. Per la seconda tesi si ha

2| < |z| + |yl & Va2 +y? < ||+ |y| &

sty <+ 2|y e

>0 (ja] —[y])”

< 2|z lyl =0

e dunque anche questa tesi e dimostrata.
Esercizio 1.1.7. Sia:

Wn)={2eC:2"=1}.
Dimostrare che esso ¢ un sottogruppo moltiplicativodi

C' =C - {0}

Soluzione 1.1.7. Basta dimostrare che se z; e zo € W(n) allora
anche 223" € W(n), oppure in modo equivalente, che

1. z1,20 € W(n) = 2120 € W(n).

2. m € W(n) =2z € W(n).



Per quanto riguarda il primo punto si ha che se z1,z9 € W(n),

allora:
2z =1

n __
zyg =1

Ne seque che:

Ay =1= (2120)" = 1= 21290 € W(n).
Per quanto riguarda il secondo punto si ha:

() t=1"1=1.

e dunque:

(") =1= (") "=1=2z"'eW().
da cui la tesi.
Esercizio 1.1.8. Calcolare (1 + )%
Soluzione 1.1.8. Osserviamo che:

(1) = [(1+3)°]".

e che:
(1442 =1+2i—1=2i

Percio si ha:
(14 4)100 = (27)™ = 250,50 — 9302 — 950,
Esercizio 1.1.9. Dimostrare che:
(1+49)* - (1-9)*=0.
Soluzione 1.1.9. 5i ha:

A+ — (1= [0+ - [1-9" =
= (20)" — (=2i)0 = (2i)"? — (20)"" =



1.2 Forma trigonometrica

Esercizio 1.2.1. Sia z € C* e sia n > 1 un numero naturale.
Dimostrare che esistono esattamente n numeri complessi w, dis-
tinti, tali che w™ = z.

Soluzione 1.2.1. Scriviamo z in forma trigonometrica:

z = p(cosf +isinb).

€ poniamo:
0+ 2k 0+ 2k
wk:{lfp<cos * 7T+7jsin * W) k=01---n—1.
n
St ha:
0+ 2k 0+ 2k "
wy = {W(cos i T 4isin +n W)} =
< 0 + 2k . 04 2kr )
= p | cos n + 1sin n| =
n n

= p(cos (0 + 2km) 4 isin (0 + 2k7)) =
= p(cosf +isinf) = z.

Dimostriamo ora che se 0 < k < h < n —1 allora wy # wy,. Si
ha:

0+ 2k 0+ 2k
wy = Y/p (cos + kT + 4 sin * W)
n
0+ 2h 0+ 2h
wy, = Y/p (cos +hm + 4 sin * W)
n

Pertanto se wy, = wy, allora:
/p{(cos©f +isinOy) — (cos O +isin©y)} = 0.

avendo posto:
®k — 9+§k7r

@h — 9+§k7r



Da cio seque che:
cos©; —cos O, =0
sin®;, —sin®;, =0
Ma ¢ ben noto che:
sina=sinf<a=0FVa=r1—0.

ed tnoltre:
cosa=cosff< a=0Va=2r—p[.

Non puo essere a = (3 perche altrimenti avremmo:

0+ 2hmr 0+ 2k7

n n

e quindi h = k contro l’ipotesi. D’altra parte, non puo essere o =
T — 0 ea =21 — 3 perche altrimenti avremmo m = 0. Quindi gli
n numeri: wy con k= 0,1..n — 1, sono tutti distints.

1.3 Forma esponenziale

Esercizio 1.3.1. Ricavare le formule per cos 36 e sin 30 sfruttando
la forma esponenziale dei numeri complessi.

Soluzione 1.3.1. Sappiamo che:

e = cosh + isinb.

e quindi: ‘
€% = cos 30 + isin 36.

D’altra parte: ‘
9 = (cosf + isinf)® .

e quindi, sviluppando il cubo del binomio, st ha:

e = (cos3 0 — 3 cosfsin? 9) +1 (3 cos? 0sin f — sin® 9)



da cui, uguagliando fra loro le parti reali ed immaginarie, otteni-
amo:
cos 30 = cos® 6 — 3 cosfsin®

e quindi:
cos 30 = 4 cos®  — 3 cos .

In modo analogo si prova che:
sin30 = 3sinf — 4sin® 0
Nota 1.3.1. Le precedenti formule ci forniscono le sequenti iden-
tita:
cos® 0 = —cosf + 100536
§in0 — 5 sind — * sin30
4 4

Esse possono essere viste come gli sviluppt in serie di Fourier
delle funzioni:

f(0) = cos®0

g(#) =sin®0

Poiche lesercizio puo essere facilmente generalizzato al caso cosnf
e sinnf possiamo affermare che:

o Gli sviluppi in serie di Fourier delle funzioni f(6) = cos™ 0 e
g(0) = sin" 6 sono ottenibili per via algebrica.

e Fssi consistono di un numero finito di termini.

Da cio seque che ogni funzione del tipo:

Zak cos (k@) + Zb cos (70).

ammette uno sviluppo finito di Fourier, determinabile per via alge-
brica.

10



1.4 Applicazioni alla geometria anali-
tica

Esercizio 1.4.1. Dimostrare che se z = x+1iy e se é data una retta
di equazione ax + by +c¢ = 0 con a,b,c € R tale retta puo essere
descritta anche mediante la sequente equazione

az+a z+ [ =0.
dove 3 € R.

Soluzione 1.4.1. Avremo:
z=x+1y
Z=x—1y
Zo = To + 1Yo

20 = Zo — Wo

da cus: B
Z+z
Tr =
2
_Z— z
V=79
e dunque:
Z+Z —Z
a +b———+c=0
2 21
e quindi:

a(z+2)—bi(z—2)+2c=0.
Ne seque che:

(@ —ib)z + (a+1b)Z 4+ 2¢ = 0.

e dunque:
az+a z+[4=0.
dove:
a=a—1b
8=2c€eR

11



Esercizio 1.4.2. Dimostrare che se z = x + iy e se ¢ data una
circonferenza di equazione:

(z—x0)? + (y —yo)? =1

allora tale circonferenza puo essere espressa anche mediante la sequente

equazione:
2ZHaz+az+ =0
essendo 3 € R.
Soluzione 1.4.2. Avremo:
z=x+1y
Z=x—1y
Zp = To + 1Yo

20 = To — Yo

da cui: B
z4+z
Tr =
2
_Z—E
Y=

Ne seque che:

_ N2
_ 9 z—l—z_z0+zo
(x — x9) —< 5 5 )

(y—mp) = (o 2
0 2 2
e dunque:

z—i—E_zo—l—zT) 2+ z—?_zo—.z*o 2:7"2
2 2 21 21

Da cio si ottiene:
z2+2zz+z2+z§+2z0z—o+z—02 24+Z2+ 72 N
4 4 2 2

( 22 —222+47% 22— 22070 + Zo° Z—Ezo—z_o> )
_ —

4 4 * 2 2

12



e quindi:

25_1_202—()_(Z+Z);Zo+zo)+(Z—Z);ZO—ZO) _ 2

da cui seque:
2Z + 2020 — 2z — 22 = r?

ovvero:
Z+az+az+p3=0

dove:
a=—2p

B=r—zz=r’—|n’cR

Esercizio 1.4.3. Siano «, 3, v numeri complessi per i quali |c| #
|B| € sia z =z +iy. Dimostrare che ’equazione:

az+ [z+v=0.
rappresenta esattamente un punto del piano complesso.

Soluzione 1.4.3. Siano:

a=a+1b
B=c+1id
vy=e+if

con a,b,c,d,e, f € R. Possiamo riscrivere [’equazione data come:
(a+1b) (x4 1y) + (c+id) (x — iy) + (e +if) = 0.

Da questa si ottiene, uguagliando le parti reali e le parti immagi-

(a+c)z—(b+d)y
b+d)z+(a—c)y

narie:

e
f

La matrice incompleta del sistema é:
a+c b+d
A= ( d—b a—c )

13



det A =a® — 2 +b* — d°
Tale determinante é sicuramente diverso da zero perche in caso
contrario avremmo:
a? + 0% =+ d>.
e dunque
ol = [6].

contro l'ipotesi. Il sistema ¢ pertanto determinato e ammette esat-
tamente una soluzione (xo,yo) alla quale corrisponderda un unico
punto zg = xg + 1Yo-

1.5 Vari

Esercizio 1.5.1. Dimostrare che per ogni a,b € C se b # 0 e se
la+ 0| = |a — b| allora:
1a
= — R
YT

Soluzione 1.5.1. Poiche:
la +b] = |a —b|.
ne seque che:

(a+b)@Th) =(a—1b)(@=1).

e dunque: ~ ~
(a+b)(@a+b)=(a—0)(a—0):
da cui: ~
ab+ab = 0. (1.1)
Poniamo allora:
a=a-+1if
b=~+1
Si ha allora dalla (1.1)
ary + 36 = 0. (1.2)

14



Se consideriamo allora:
ia i (a+10)
w = — = —_—
b v+ 10

otteniamo: . . .
i (ay + 36 —iad +ify)

- 72+ §2
e quindi , tenuto conto della (1.2),

_ P (=ad+3y) _ (ad— )

O R k.
Esercizio 1.5.2. Dimostrare che per ogni k € R, posto:
14 ki
-

si ha |lw=1. Si dimostri poi che se w € C—{—1} e |u| =1 allora
esiste k =k, € R tale che:

1tk
Tk
Soluzione 1.5.2. Per quanto riguarda la prima parte dell’eser-
cizio st ha:
I A ey
YTk Y T 14k
e quindi:
2 1+ kil—ki
ol = w0 =TT

da cui |w| = 1. Per quanto riguarda la seconda parte, si osservi

che:
1+ ki 1= k? 2ki

I ki 14k 1k
e quindi si dovra risolvere:

(1—-k*
1+ k2 ©
2k
1+k2_ﬁ
A+ =1
(a# -1

15



Se a = 0, si puo scegliere k = +1. Per ogni altro valore di «
avremo che 1 — k* # 0. Poniamo allora:

g _
E—V

Osserviamo inoltre che 3 = 0 se e solo se a = 0, cioé per k = +1,
di cui si e gia parlato. Quindi si puo supporre 3 # 0. Allora si ha:

che ha come soluzioni:

b —14+/1+~2
Y

ovvero:
11—«

ki =
1+«

ky = —
Esercizio 1.5.3. Sia:
A={ueC:|u=1, u#-1}.
Dimostrare che A ¢é in corrispondenza biunivoca con R.

Soluzione 1.5.3. Sia u = a+i3 € A. Consideriamo l'applicazione

f:A—R
g
u) =
J(w) a+1
Dimostriamo che essa e biunivoca. Iniettivita: dobbiamo provare
che
(B 2

Oé1+12062+1
Oé%—i-ﬁ%:]_ {051:&2
=

a5+ pr =1 By = By
&1#—1
( ap # —1
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Osserviamo che deve essere:

( B )2_( Bs )2
O{1+1 N O{2+1 )

da cui:
1—a? _ 1—a2
(n+1)* (a2 +1)°
e quindi:
(1 — &1) (1 + O{l) _ (1 — CYQ) (1 + 052)
(a; +1)° (a4 1)
e pertanto:
(1 — O{l) _ (1 — CYQ)
(Ozl + 1) (Oég + 1) '
Allora
(1—&1)(&2+1) = (1—&2)(&1+1).
e cloé
as+1—ajag—a; =a7+1—ajag — (s,
da cui
20{2 = 20{1.
e quindi:
g = (7.
Siccome per ipotesi:
b Bo

Oé1+1 Oé2+1‘

avremo allora che:

B o
ap+1 o +1°
da cui seque 1 = [Po. Suriettivita: Si deve provare che per ogni

k € R esiste u € A tale che f(u) = k. Si consideri a tale proposito
1l numero complesso

L4 ki
11— ki

u
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Abbiamo gia visto nell’esercizio precedente che |u| = 1. Bastera
dunque provare che per ogni k € R si ha u # —1. Cio e immediato
perché se esistesse k tale che:

1+ ki
1 — ki

—1

implicherebbe —1 = 1.

Figura 1.2: Dimostrazione grafica della corrispondenza biunivoca
fra A ed R

Esercizio 1.5.4. Si consideri il numero complesso:

_1—z

w =
1+ 2
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dove z € C — {—1}. Si determini il sottoinsieme A degli z per i
quali w € tmmaginario puro.

Soluzione 1.5.4. Possiamo riscrivere w come:
1—(x+1y)
W= ——,
1+ (x + 1y)

da cui:
[(1—2) —iy] [(1 +2) — iy]

(1+2)* 432
(1 —2?) — 2iy — 3]
(1+z)°+y2

Quindi st avra che w e immaginario puro se e solo se:

w =

oVvero:

(1—x2)—y2:0.
e dunque
A:{ZEC:z::E—l—iy, x2—|—y2:1,x7é—1,y7é0}.

Esercizio 1.5.5. Dimostrare che se z ed a sono numeri complessi
per i quali |z| = 1 e |a| # 1 allora il numero complesso ¢ ben
definito ed ¢ reale e positivo.

Soluzione 1.5.5. Il numero w ¢é ben definito se e solo se:
z—a#0
1—az#0
La prima di tali condizioni e certamente verificata perche altri-
menti st avrebbe:
z—a=0=1=|z| =|a

contro l'ipotesi. La seconda di tali condizioni € verifica perche
altrimenty si avrebbe:

l—az=0=az=1=|az|=1=|a||z|=1=|a| =1
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contro l’ipotesi. Per provare che w é reale e positivo si deve di-
mostrare che:

|lw| >0
argw = ()
Poniamo: ,
z=¢% 0<0<2rm
a:rei¢0<¢<27r r=0r#1
Si ha: 4
619
W= — . .
(e —rei?) (1 —re~ivei?)
Allora: 4
619
W= — . . )
e (1 —rei@=0) (1 — re=i(¢=0))
e quindi:

1
(1 —ref) (1 —reiB)
dove si € posto =6 — ¢. Da cio seque che:
1

w =

= 1 —r (e +e8) +r2]
e quindi:
1
w= - .
1o (<) 4
ovvero:
1
w

1 2rcos 3 +r?
Osserviamo che per ogni 3 € R si ha:

1 —2r +12<1 —2rcosfB +1r* <1 +2r + 72
e quindi:
(1—-r)?<1—2rcosfB +r2<(1+7r)
Poiché per ipotesi v # 1, avremo in particolare:

0<(1—7r)<1—2rcosf +r2

da cui seque la tesi.
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Esercizio 1.5.6. Dimostrare che se z e w sono numeri complessi
qualsiasi allora:

1. zw+zw e R
2. (1+2w) (14+7w) < (L+1]2°) (1 + Jw]?)

Soluzione 1.5.6. Per quanto riguarda la prima tesi si ha che:

{ E;ii)GERR = (z+2)(w+w) eR

Ma:
t=Z(z472) (w+W) = 20+zw+zZw+zw = (20 + Zw)+(2w + Zw) .

e siccome:
u=(zw+ zw) € R.

st avra che:
t—u=zw+zw.

Per quanto riguarda la seconda test osserviamo che
(14 2@) (1 +Zw) = 1 +Zw + 2T + 2200 = 1 +Zw + 2w+ |2|” [w|* .
e che
(1+ |z|2) (1+ \w|2) =1+ |2 + [w]* + 2] || .
Se dimostriamo quindi che:
zZw + 20 < |2|* + |w]?.
abbiamo finito. Poniamo:
21 =w— 2.

da cui:




ne seque che:
— 2
2121 = |Zl‘ 2 0.

e dunque:
(w—2)(w—2)=0.
Allora:
ww — wz — 2w + 2z = 0.
e quindi:
12> + |w|* — wz — 2w > 0.
da cui:

L 2 2
wz + 2w < |27+ |w|”.
che é quanto volevamo provare.

Esercizio 1.5.7. Dimostrare che a,b € C e se Rea > 0 Reb > 0
allora:
la —b] < |a+b|.

Soluzione 1.5.7. La disuguaglianza vale se e solo se:
la —b)* < \6—1—6\2.
e quindi se e solo se:
(a—b)(@a—b) < (@+b)(atb).
e quindi se e solo se:
aa — ab — ba + bb < aa + ab + ba + bb.
e dunque se e solo se:
0 < ab+ ba + ab + ba.
ovvero se e solo se:

O<a(b+b)+a(b+b).
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e quindi:
0<(a+a)(b+b).

Ma:
a+a=2Rea >0

b+b=2Reb>0

per le ipotesi su Rea. Inoltre Reb e quindi la disuguaglianza é
provata.

Esercizio 1.5.8. Siano z, 25,23 € C tali per cui z1 + zo + 23 = 0.
Dimostrare che:

‘21 — 22|2 + ‘22 — Z3|2 + |23 - 21‘2 =3 (|Zl|2 + |22|2 + ‘23|2) .
Soluzione 1.5.8. 57 ha:

21— 2f* = (21 — 22) (71 — ) = | + |2 — (2122 + 271) -

|20 — 25 = (20 — 23) (72 — Z3) = |20f” + |28]” — (2975 + 257) .

25— 21" = (23— 21) (B — 71) = |f* + 21" — (2971 + 2173) -
e quindi:

21 — 2* + |22 — 28 + |2 — 21 = 2 (| + |22 + |23)°) —

— (=172 + 2271) + (2273 + 2372) + (2371 + 2173))]

(1.3)
Ma:
(172 + 2271) + (2273 + 23%2) + (2321 + 21%3) =
=0 (Z+%5) +n@Z+%5) + s (E+ 7).
e poiche dall’ipotesi seque che:
zr = — (22 + z3)
= =—(z+7%)
Z=— (= + =)
st ha:
(2172 + 2220)+(0073 + 23%)+ (w71 + 21 %) = — [|a1]* + |2 + |2]7] -

Allora, riprendendo la (1.3), si ha la tesi.
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1.6 Sfera di Riemann

Consideriamo il piano di Argand-Gauss e immaginiamo di prendere
una sfera ¥ di raggio unitario tangente ad esso in O. Si puo re-
alizzare una corrispondenza biunivoca tra ¥ — {N} e il piano di
Argand-Gauss, nel seguente modo: dato un punto z € C si con-
giunge tale punto con N e si considera il punto P. Viceversa, dato
P e ¥ —{N} si traccia la retta NP che incontrera il piano C in un
punto z. Si puo allora affermare che

% —{N}

e un altro modo di rappresentare l'insieme dei numeri complessi.
Se poi si considera ¥ essa rappresenta un’estensione di C in quanto
c’¢ in piu il punto N. Tale estensione e una “compattificazione
ad un punto” di C. Si dice anche che N rappresenta il punto
all’infinito di C.

Figura 1.3: La corrispondenza fra il piano di Argand-Gauss e la
sfera di Riemann
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Capitolo 2

Funzioni, Successioni,Limiti,
Continuita.

2.1 Funzioni

Esercizio 2.1.1. Data la funzione:

f:C—=C
tale che: )
& =1

determinare il piu grande sottoinsieme di C nel quale essa risulta

definita.

Soluzione 2.1.1. La funzione ¢ definita per ogni z € C tale per cui
224+ 1+#0. Poiche¢ 22 +1 =0 ha come soluzioni z; =i e z = —i
avremo che l'insieme cercato é:

D={z€C:z#=+i}

Esercizio 2.1.2. Sia:

f:C—=C

tale che:
f2)=1—z+]z
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Posto z = x+iy si avra f(rx+iy) = u(z,y)+iv(x,y). Determinare
u(z,y) ev(z,y).

Soluzione 2.1.2. S7 avra:

f(x+iy):1—(x+iy)+(x2+y2).

da cui
flat+iy)=(1—z—2"—y*) +i(y).
e quindi:
u(z,y) =1—2 — 22 —y?
v(z,y) =y
Esercizio 2.1.3. Sia: ]
fe) =~
z

descrivere come opera [ suit punti interni ed esterni al cerchio
unitario di centro l'origine. Spiegare anche cosa succede ai punti
della circonferenza unitaria di centro [’origine.

Soluzione 2.1.3. La funzione ¢ definita per z # 0. Per tali valori
di z scriviamo:

z=re
St ha quindi:
1 —i6
f(z) = €
Se
B(0,1)={z € C:|z] <1}.
e se:

V =C - B(0,1).

,dalla formula precedente vediamo che ogni punto di B(0,1) viene
mandato in V e viceversa. I punti della circonferenza unitaria ri-
mangono sulla circonferenza unitaria, ma non sono ,generalmente
parlando, punti fissi. Questi ultimi sono solo quelli per i quali si

ha che:
6Z9 — 6_Z9

e quindi solo il punto (1,0) é fisso.
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Figura 2.1: La funzione f manda i punti esterni alla circonferenza
nel suo interno e viceversa. La circonferenza e un insieme fisso per
la funzione ma i suoi punti,in generale, non sono punti fissi

2.2 Successioni

Esercizio 2.2.1. Dimostrare che se z € C ¢ tale per cui |z| < 1
allora:

d lim z,=0.
n—-+4oo

Soluzione 2.2.1. E’ sufficiente provare che:
lim |z, — 0] =0.

n—-+00

A tale scopo osserviamo che:

|20 — 0] = [2"] = |2[".

2| <1=|z] = h.
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dove 0 < h <1 e quindi:

lim |z|" = lim A" =0.
n—-+o00 n—-+o0o

Da cio st ha la tesi.

Esercizio 2.2.2. Determinare per quali valori di z € C esiste il

lim z, =1 €C.
Soluzione 2.2.2. Osserviamo che se il limite suddetto esiste, allora
st ha che:
lim |z,| =] € RS.

Ma:

lim |z,| = lim |nz"| = lim n|z|".

n—00 n—00 n—oo
Se |z| > 1, certamente il limite suddetto non esiste e quindi non
esiste nemmeno il limite proposto. D’altra parte se 0 < |z| < 1 si

ha che:

lim |z,| = lim |[nz"| = lim n|z|" = 0.
n—oo n—oo

n—oo
e quindi:
lim |z,| = 0.

n—~o0

In tal caso si puo affermare che:

lim z, = 0.

n—oo

Esercizio 2.2.3. Dimostrare che non esiste il

. (1+7;)”
lim -
n—oo \ 1 — 1

Soluzione 2.2.3. Poiché:

1 se n=0 mod4

L+0\" [(I+49)1Q+49]" . » ) i sen=1 mod4
(1—i) _[2] =)= —1 sen=2 mod 4
—1 sen=3 mod 4

il limate globale non esiste.

28



Esercizio 2.2.4. Dimostrare che se z € C ¢ tale per cui |z| < 1
allora, posto:
Zn=14+2z+ 2"

st ha che:

4 lim z, = .
n—-+oo 1—2

Soluzione 2.2.4. Osserviamo che:

22y = 2+ 22 4 - 2L

e dunque:
zp— 2z =14z+2") = (2422 + ") =1-2"
da cui:
Zn (1 —2)=1-2""
Certamente, nell’ipotesi |z| < 1, si ha che 1 — z # 0 e dunque:
1 — 2t
S

Poiche, in base all’esercizio 2.2.1 si ha che:

lim 2" =0.
n—-+4o0o
e quindi:
1 — gt 1
lim z, = = .
n—+0oo 1—2 1—2

che ¢ la tesi.

Esercizio 2.2.5. Sia (2,), una successione di numeri complessi
tale che: o

(1+41)

Y

Zn =
per ogni n € N. Si dimostri che:

lim z, = co.
n—-+4o0o
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Soluzione 2.2.5. In base alla definizione dovremmo provare che:

VM >0 3n(M):Vn >n(M) = |z, > M.

Poiche: .
o == [(T+49)"].
ol = = (1 +3)"
st ha:
(143" = |1 +4" = V27 = 22
e quindi:

Poiche, dai corsi di Analist Reale, ¢ noto che:

.27
lim — = +o0
rx——+o00 I
st ha che:

lim |z,| = +o0.
n—-+o0o

da cui la test.

2.3 Limiti

Esercizio 2.3.1. Dimostrare che:

z
Alim —.
z—0 2

Soluzione 2.3.1. Sia z = x +1y. Ne seque che:

=y
x4y

z
z

Supponiamo che sia y = 0. Allora z = x e quindi si ha:

. R . X
lim — =1lim — = 1.
x—0 2 z—0
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D’altra parte, se x = 0 abbiamo z = 1y e quindi:

P —1
lim — = lim,—y =—1.
y—=0z  y—=0 1y

Poiche i due limiti sono diversi, non esiste il limite globale.

Esercizio 2.3.2. Sia:

1
= li .
/) nSoo 1+ n2z

Dimostrare che f e la funzione caratteristica dellinsieme:
A= {0}

Soluzione 2.3.2. Chiaramente se z =0 si ha f(0) = 1. Supponi-
amo ora che sia z # 0; per n sufficientemente grande si ha:

’1 +n22} > [nz| —1=n*lz| 1> %nQ 2] -
e quindi:

1 2
|1+ n2z] = n?|z|

e dunque:

PO —

n—oo |1 + n?z| -

da cui la test.

Esercizio 2.3.3. Sia f : C — C una funzione di variabile comp-
lessa. Supponiamo che:

Jlim f(z)=A€C

2—20
Dimostrare che:

Jlim |f(2)] =1 €R.

Z—20
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Soluzione 2.3.3. In base alla definizione di limite si ha che:
Ve>035(e) >0:]z—2] <d(e)=|f(z) —A| <e
Ma:
le,wg c C= ||w1| — |w2\| S |U)1 — /LUQ‘ .

e quindi:
F)] =~ A1l < 1£(2) — Al S ¢ = 3 Tim [£(2)| = |A] = € B

Nota 2.3.1. Attenzione: in generale non vale il viceversa. In
altre parole se:

Jlim |f(2)|=1€R.

z2—20

non e affatto detto che:

Jlim f(z) =AeC.

z—2z0
Contresempio:
= 0
-
ro={ 77,
St osservi pero che se:
Jlim |f(2)] =0
z—20
allora:
Jlim f(z) =0
2—20

Infatti, ipotesi significa che:
Ve >030(e) >0: |z — 2 <d(e) = ||f(2)]| — 0| <e

1F ) =0l =[f Il = [£(2)]

e quindi:
Ve >030(e) >0: |z — 2| <d(e) = |f(2) — 0] <¢

e dunque la tesi.
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Esercizio 2.3.4. Stabilire una condizione necessaria e sufficiente
affinche
. i0
lim e =1[eC.
r—-+00
Soluzione 2.3.4. Stabiliamo dapprima una condizione necessaria:
se il limite suddetto esiste allora deve esistera anche:

. i0
lim [|e"
r——400
e si deve avere
. 60
lim |e™ ’ =l].
r——400
Poiche:
ercoseemsm6" — ‘ercose} }67"151119} — }QTCOSQ‘ )
st dovra avere:
lim |e | = i].
r——400
e quindi:
cosf < 0.
da cui:
T 3
Stabiliamo ora una condizione sufficiente: supponiamo che sia:
T 3
— <0< =m.
2 2

Allora, siccome:
lim }e’"wse’ =0
r—400

st avra che:
lim e’ =0
r—-4o00 ’

Nei casi in cui cosd = 0, si ha:

erew — e:I:m'
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Se scegliamo allora:
r=rp,=nm n&N.
Si ha:

ereie — ot — T g (:l:nﬂ') -+ 72 sin (:I:mr) = (—1)”.

e quindi:
: 0 :
lim supe™ = lim sup(—1)"=1
r—-+00 n—+oo
lim infe™’ = lim inf(—1)" = —1
r—-+00 n—-+00

e dunque non esiste, in tali cast,

lim e’
r——+00

Pertanto condizione necessaria e sufficiente affinchée esista
finito il limite proposto e:

T 3
i<9 _
g SV=37

2.4 Continuita

Esercizio 2.4.1. Si dimostri che la funzione:

2.2
_ ) =5 sez#0
/) {O sez =10
e continua in z = 0.

Soluzione 2.4.1. Posto:

z = (x+1y)
z=(x—1y)
st ha:
oo 2 _ErAGEme) @) el — i)

z z x4+ 1y x4+ y?
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Passando in coordinate polari si ha:

zy(x —iy) (r*cos@sinf) (cosd — isinb)

22 4 42 r2
da cui:
|f(2)] = |(rcosfsinf) (cos@ —isin@)| < r|sinfcosb|{|cosb| + |sinf|} < 2r
e quindi:

lim | (2)] < lim 2r = 0.

Allora:
lim f(z) = 0= f(0).

z—0
e quindi f e continua in z = 0.
Esercizio 2.4.2. Dimostrare che la funzione:
1-z
flz) =4 1= sez#1
l sez=1
non puo essere resa continua in z = 1 per nessun valore di [.

Soluzione 2.4.2. Sia z =14 x # 1. Allora:

_1—96

fe) =1 =1
e quindi:
Z_}llim f(z) =1
z=14+z€R
D’altra parte se, z =141y si ha:
f(z) = 71_1_@ - -1
—1—iy
e quindi:
i 7=
z=1+1y
Pertanto non esiste il
ly (2)

e quindi la funzione non puo essere resa continua per alcuna
scelta di [.
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2.5 Funzioni elementari

2.5.1 Funzione esponenziale
Ricordiamo preliminarmente la definizione di esponenziale comp-

lesso:

e” =" = ¢ (cosy +isiny) .

Esercizio 2.5.1. Calcolare:

14-mi
4

Soluzione 2.5.1. S7 ha:

e T = eitH — el <cos% + 4sin %) Ve (é_ +1i \/7)

Esercizio 2.5.2. Sia:
f(Z) _ eQm’z‘

e sia:
A:{zec:z:x+iy,—

Trovare I'immagine di A mediante f.
Soluzione 2.5.2. Scriviamo:

f(Z) _ 627ri(:c+iy) _ 6—27ry627rm"

Le condizioni su x ey ci dicono che:

Siccome:

—27y

|f(2)| — ‘6—27ry627rm' —e —e

—2my }627rm"
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avremo che tutti i valori di f(z) sono contenuti nel cerchio di centro
lorigine e raggio v = e~2™ e tra questi valori non vi é lo 0 perché
e~ > OVy € R. Osserviamo poi che:

arg f(z) = 2mz.

e che esso assume tutti i valori fra —m e w. Quindi ['insieme A é
trasformato nell’insieme

B={zeC:0<|z| <e®}

Esercizio 2.5.3. Dimostrare che:

ez = ¢ %,

Soluzione 2.5.3. 57 ha:
e = T — 7Y — ¢V (cos x4 isin x).

da cui:
e’ = e Y(cosr —isinx).
D’altra parte:

—2 = @) — oY — o 7Y(cosx — isinx).

e
da cui la test.

Esercizio 2.5.4. Dimostrare che in C si ha:

=1
lim & 1
z—0 z
Soluzione 2.5.4. Consideriamo:
ef —1
= —1.
fle) =
e dimostriamo che:
=1
lim | <= — 1' —0
z—0 z




da cio sequira subito la tesi. Se z = re” si ha:

i0 P ;
e? —1 ere” — 1 6rcoseezrsm9 — 1= 7“629
z re
e quindi:
z rcosf irsing _ 1 _ 16
e —1 e e 1—re
— 1 —
z r

Utilizzando lo sviluppo di Maclaurin dell’esponenziale reale si
ha:
e =1+ rcosf+0 (7‘2) .

Da cio seque che:
6r00596irsin9 — [1 +rcosh+ 0O (7"2)] 6irsin6‘ — eirsin0+r cos O+0 (7,2) )

da cui:

‘ercoseezrsme 1= 7"629} —

= }{rcos@ (e”sme — 1)} + {e"sm(’ —risinf — 1} +0 (7“2)’ <
S }TCOSQ (ez’rsiné' . 1)’ + }6irsin9 — rising — 1’ + 0 (7,2) S
< |rcosf| ’(eirsme - 1)’ + }6"51119 —risinf — 1]+ 0 (r*) <
<r }(e"sme — 1)} + ’e”sm@ —risinf — 1} +0 (7"2) .
Ma:

"% — cos (rsin @) + isin (rsin @) .
e quindi, sfruttando gli sviluppi del seno e del coseno reali, si
ha: 22
s
PP o).

cos(rsinf) =1—
sin (rsind) = rsind + O (r°).
Ne seque che:

r2sin® 6

6irsin6‘ o 1} <

+rlsing| + O (1) <r?+r+0(r?).
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e che:

1

o 2 i 2 I 2
e —pising — 1] < ———+ 0 (") < T+ 0 ()
da cui
er —1 9 3 r? 3 3r? 3
p, —1 Sr(r +7‘+O(r ))+5+O(T):7+O(T)
Poiche:
r? 5
fi =5 +0(7) =0
uniformemente in 0, si ha che:
=1
lim | <= — 1) —0
z—0 z
da cui la test.
Esercizio 2.5.5. Dimostrare che in C si ha:
lim 512 — 1.
z—0 z
Soluzione 2.5.5. Poiche:
) eiz _ e—iz
sin z =
24
st ha:
Sinz_eiz—e_iz_eiz—1+1—€_iz_16iz—1 le % —
z 21z N 21z 2 iz 2 —iz

e siccome, dall’esercizio precedente:

e =1 1
lim : = —.
z—0 21z 2
ed inoltre: ‘
e -1
lim : = —.
z—0 —12z 2

st ottiene subito la tes.
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Esercizio 2.5.6. Dimostrare che in C si ha:

. 1 —cosz
lim —— =
z—0 z
Soluzione 2.5.6. Poiché:
eiz + 6—iz
Ccosz =
2

avremo:

iz —1iz . . . .
1 —cosz 1—% 2—e¥ —e ¥ 1—e®*+1—e"

z z 2z 2z

e siccome:

31 ha subito la test.

2.5.2 Funzioni goniometriche

Ricordiamo che le funzioni goniometriche in C sono definite da:

) eiz _ e—z’z
Sl 2 = %

6iz + e—iz
COS 2 = T
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sin 2 e —e
tan z = = —1— —
CcOSs z e 4 e~
(¥4 _|__ 6—7,2
cotz = 1—
1z __ e—ZZ
1 2
sec z = = — — .
CcOSs z e + e %*
1 1
CSC 2 = — = — —
sSin z e —e

Esercizio 2.5.7. Dimostrare che la funzione
f(z) =sinz
ammette soltanto zeri reali che sono dati da z = nm conn € Z.

Soluzione 2.5.7. Sia z = x + 1y tale che sin z = 0. In questo caso

abbiamo: ,
1z

€ —.6 —0.
2i
e dunque:
e _ e = ()
Ma:
e — e—iz — eim—y - 6—im—y — eV (eix - 6—im) —

=e Y [cosx +isinx — cos(—x) —isin(—z)] =
=e Y [cosx +isinz — cos(x) + isin(z)] = 2ie Y sinz.

e quindi avremo:
2ie Ysinx = 0.

Poiche per ogni y € R si ha e # 0 ne seque che dovra essere
sinex =0 con x € R e questo prova la tesi.

Nota 2.5.1. Con lo stesso procedimento si dimostra che anche la
funzione f(z) = cos z ammette solo zeri reali che sono dati da w/2+
ntn € Z.
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Esercizio 2.5.8. Dimostrare vale la relazione:
sin®z 4+ cos? z = 1

per ogni z € C.

Soluzione 2.5.8. Si ha

I ciz _ o—iz 2 B _em + e 2z _ 9
N 2i N 4

o o — ¢ 4 2 2 B e2i% 4 o=2iz | 9
n 2 N 4

621’2 + e—2iz _ 2) N (62iz + 6—2iz + 2) 4

:—:]_
4 4 4

da cut

sin? z+cos? z = (—

Esercizio 2.5.9. Dimostrare che f(z) = sinz non é una funzione
limitata in C.

Soluzione 2.5.9. Scegliamo z =iy con y € R. Allora:

sinz =siniy = ————
21
e quindi:
siniy| = |———| =
| | 21 2
Pertanto:
lim [siniy| = lim |————| = +00
y—-+o0 y—+00 2

e dunque sin z non e una funzione limitata in C.

Esercizio 2.5.10. Sia:
A={ze€C:z=z+iy, R, Jy| < h,h>0}.
Dimostrare che:

sinz| <1 Vze A= h=0.
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Soluzione 2.5.10. Si ha:

—e
21

6iz
|sin z| =

e dunque ' '
sinz| <1 [e” —e ™| <2.

Ma:

Siccome:
(6iz . e—iz) m _ (62'7; _ e—iz) <€—i2 . eiz) _
— eize—iE - 6iz€iE - 6—2'7;6—1'5 4 6—2’262'5 —
_ ei(z—E) i 6i(z+§) i 6—2‘(2—}—5) + e—i(z—E).
— <€2y 4 6—2y) . <€i2r 4 €—i2x) ]
st dovra avere che:

<€2y 4 6—2y) o <6i2m 4 €—i2x) S 4.

per ogni z = x + 1y € A. In modo equivalente possiamo scrivere:

2y —2y 2 —i2x
e +e (€ +e <9
2 2 -

per ogni z = x + 1y € A. Allora:
cosh 2y — cos2x < 2 (2.1)

per ogni z = x +1iy € A. Se h > 0 allora possiamo scegliere
y = h/2 > 0. In questo caso si ha k = cosh2y > 1. Scelto allora
3

T = 4T st avrebbe:

cosh2y — (—1)=k+1> 2.
contro la (2.1) e questo ¢ assurdo. Dunque deve essere h = 0.

Nota 2.5.2. [l precedente esercizio mostra che in nessuna striscia
A stmmetrica rispetto all’origine, di ampiezza positiva h si puo
avere | sin z| < 1 per ogni z € A.
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2.5.3 Funzioni iperboliche

Ricordiamo che le funzioni iperboliche sono definite da:

Esercizio 2.5.11. Dimostrare che per ogni z € C si ha:

. e —e
sinh z =
2
4 —Z
+e
coshz =
2
e — e *F
tanh z =
e+ e %
2
sechz =
er +e %
2
cschz =
62 — e—Z
e+ e *
cothz =
6Z — e—Z

cosh? z — sinh? z = 1.

Soluzione 2.5.11. S7 ha:

e+ e * 2 e —
2 2

siniz =

4
Esercizio 2.5.12. Dimostrare che:
sintz = ¢sinh 2.
Soluzione 2.5.12. S7 ha:
ei(iz) _ ei(—iz) e~% — 7 eTF — ¢? e — e~
- g - =1 =1
21 21 -2 2

P24 e e -24e 4

N\ 2
€
)_ 4
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Nota 2.5.3. In modo del tutto analogo si provano le sequenti iden-
tita:

sinhiz = isin 2z

cosiz = cosh z

coshiz =1cosz

taniz = 7 tanh z

tanhiz = itan z

2.5.4 Esercizi vari

Esercizio 2.5.13. Dimostrare che se 0 < 0 < 2w allora si ha:

1 1sin D0
1+cos«9+---cosn9:§—|—77§

2 sin 3

Soluzione 2.5.13. Ricordiamo che se z # 1 allora si ha:

Zn-i—l -1

1+Z+'2n:7
z—1

e poniamo z = €, osservando che date le ipotesi su 6 risulta

certamente vero che z # 1. Siccome, per ogni k € N si ha:
iko _ .-
"™ = cos kf + isin k6.

avremo che:

n—i—l_]_
14+ cos@+---cosnf = Re———

z—1

Ma:
. ‘ O(n+1) _
e
1 10 m@z :
+e” + e 76“9—1
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e siccome:

ST _ 1 o i(n+1)0 <€%i(n+1)€ _ e_%i(”ﬂ)")

10 - 1. 1. 1.
e —1 €§Z9 (6529 _ €_§Z9>

dividendo numeratore e denominatore per 2i si ha:

pifnt1) _ 1 e sin (ngl)(?
_— =2
e —1 sing
Ma: 9 p
1, n T
ez = cos — + isin —.
2 2
e quindi:
eif(n+1) _ 1 no s n@\ sin W
- =(cos— +dsin — | —=—.
e? —1 2 2 Sing
da cui:
eWntl) _ 1 sin 7(”21)9 no
Re . = CcoS —.
et — 1 sin ¢ 2

2
Ricordando allora che, per ogni o 3 € R si ha:

sin avcos = ; (sin(a + B) + sin(a — 7)) .

e posto:
o = (n—;l)@
=
si ottiene:
. (n+1)0 no 1. 2n+1)0 . 0
sSin ———— 0SS — = — [ sin —————— 4 sin —
2 2 2 2 2
da cui:
R et —1 1 N 1sin 19
T 1 T 272 &in?

2
e quindi la tesi.
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2.6 Funzioni a piu valori

2.6.1 1l logaritmo

Ricordiamo che se z € C\{0}, la funzione a piu valori:
Logz =logr + i (0 + 2km) kel

dove:

Ricordiamo inoltre che:
log z = logr + 0
si chiama ramo principale del logaritmo complesso.
Esercizio 2.6.1. Data la funzione a piu valori:
w = Log (2)

determinare:
Log (1 +1)

Soluzione 2.6.1. Siccome:
140 =+/2¢'.
avremo:
Log (1 +1i) = log V2 + <% +2/€7Ti) kel

Esercizio 2.6.2. Sia:
f(z) = log 2.

il ramo principale del logaritmo complesso. Dimostrare che non
sempre vale le proprieta:

log 2120 = log 21 + log 25.
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Soluzione 2.6.2. Si considerino z; =1 z9 = —1. In questo caso si
ha:

log 2125 = log(—i) = log 1 — it = "
2 2
mentre: - -
log z; = logi = log 1 +7j§ = 7,5
ed inoltre:
log zo = log(—1) = log 1 + im = .
da cui:

log 2129 # log z1 + log 25.

2.6.2 Le potenze
Esercizio 2.6.3. Calcolare:
Soluzione 2.6.3. Per definizione si ha che:

ji — gilogi _ ei[log1+i(g+2kw)] e ik o7
Esercizio 2.6.4. Generalizzare il risultato precedente:
Soluzione 2.6.4. Si avra:

2t = e 02 o5 (log ) + isin (logr)] k € Z.
Esercizio 2.6.5. Esprimere:

f(z)g(z).

mediante ['uso del logaritmo complesso.
Soluzione 2.6.5. Si avra:

f(z)g(z) — p9(2)Logf(z)

e posto: 4
f(2) =7r(2) e,

avremo
F(2)96) = (o lomr(I+l0E)+2kmil) | € 7,
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Capitolo 3

La derivata complessa

3.1 Applicazione della definizione

Esercizio 3.1.1. Dimostrare che la funzione f : C — C tale che
f(2) = 22 ¢ derivabile in ogni punto z € C.

Soluzione 3.1.1. Sia 2y € C. Allora si ha che per ogni z # zy

FE) =) _ = _ () (=z) _
2 —2p _Z—Zo_ Z— 20 B ’

e quindi:
lim f(2) = f(20)

z—20 zZ— 20

= 2250.
Dunque la derivata di f(2) esiste in ogni punto del piano complesso
e vale f'(z) = 2z.
Esercizio 3.1.2. Dimostrare che la funzione:
f(z) =¢€~.
e deriwabile in z = 0.

Soluzione 3.1.2. In base alla definizione di derivata, dobbiamo
dimostrare che esiste il limite di:

i FO 1) = £(0)
h—0 h

=1leC
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essendo h € C. Siccome f(0) =1 si deve far vedere che esiste:

con h € C. Ma questo limite ¢ gia stato studiato nell’esercizio 2.5.3
e si sa che vale 1. Quindi: f'(0) = 1.

Esercizio 3.1.3. Dimostrare che la funzione:
f(z) =sin z.
e deriwvabile in z = 0.

Soluzione 3.1.3. Si procede come nell’esercizio precedente utiliz-
zando pero esercizio 2.5.5 e si trova f'(0) = 1.

Esercizio 3.1.4. Dimostrare che la funzione:
f(z) = cosz.
e derivabile in z = 0.

Soluzione 3.1.4. Si procede come nell’esercizio precedente utiliz-
zando pero esercizio 2.5.6 e si trova f'(0) = 0.

Esercizio 3.1.5. Fornire un esempio di una funzione continua su
tutto C e non derivabile in alcun punto.

Soluzione 3.1.5. Si consider: la funzione:

f(z) ==

definita su tutto C. Per quanto riguarda la continuita si consideri
2o qualsiasi: dobbiamo provare che

Ve >0 30 =0d(z0,¢) i [z — 20| <d=|f(2) = f(2)] <e
Poiche:

IF (2) = f(20)] = [z = 20| = [z = 20| = |z = 2|
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sara sufficiente prendere 6 = . D’altra parte.

f(z)—f(zo)_z—zo_ (2—20)2 _(2—20)2

z— 2 z—z (2—2)(F—20) |z—2|

Poniamo allora:
z2=2z+h heC.

Se h =1k con k € R. Si ha
F2)=fz) (B (—ik)? -k

— = = =-1
z—2 h? ik kP
e quindi:
g 1) C0) g FCot ) =T GOl
z—20 zZ— 20 k—0 ik
Se pero poniamo:
z=z+h heR
st ha 9 9
f(2) = F () _ () _(0) _ 1>
Z = 20 10 1
e quindi
o S )= 1) o F ok W)= )
z—20 zZ— 20 h—0 h

da cui st vede che la funzione non é derivabile in alcun punto.

Esercizio 3.1.6. Fornire un esempio di una funzione continua in
ogni punto di C e deriwabile solo in un punto.

Soluzione 3.1.6. Consideriamo la funzione
f(2) = |2

definita su tutto C e dimostriamo che essa é ovunque continua
ma derivabile solo in z = 0. Per quanto riguarda la continuita
st consideri zy qualsiasi: dobbiamo provare che

Ve >0 36 =6(z0,¢) i [z — 20| <d=|f(2) — f(2)] <€
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Si ha: ) ,
1F (2) = f (20 = ||2I" = |20l =
= |22 — 20| = |(20 + h) (z0 + h) — 20%0|

da cui:

|f (2) = £ (z0)| = [P + 20h + hh| <
< || [z] + |A| [20] + |B* = 2|h] |20] + |B)?

e quindi:
|f(2) = f (20)| < [h](2]20] + [R])
Se zo = 0 st avra:

1f(2) = fO)] < |nf?

e quindi bastera prendere 6 < /. Se zy # 0 scelto |h| < |zo| si
avra che

f (2) = f (20)] < 3]h[|20]

e quindi bastera prendere 6 < 3 Quindi f € continua in ogni punto
di C. D’altra parte

f(2) = f(20) |2” = |2)? _ (22) — (2020)

zZ— 20 zZ — 20 zZ— 20

e quindi posto z = zy + h si ha

f(2) = f(2) (20+h) (ZO +h) — 2% (20+h) (7o+ﬁ) — 20%0

zZ— 2 h h
da cut
- Zo + hZo + 20h + hh — 20%0 ho
F2) = F(20) a0+ + 2 W% _ L wh g
Z— 2y h h
e siccome
Alim



si avra che
2 lim f(2) = f(20)

zZ—20 Z — ZO

a meno che zyg = 0 nel qual caso si ha

lim f(2) = f(20)

zZ—20 Z — ZO

=0

Dunque la funzione é derivabile solo in zg = 0.

Nota 3.1.1. In Analist Reale risultati di questo tipo sono molto
piu difficili da ottenere. Per esempio € noto che esistono funzioni di
variabile reale che sono continue in ogni punto ma che non hanno
derivata in nessuno di essi. Il primo esempio in questo senso fu
fornito da K. Weierstrass ed e costruito mediante una serie
trigonometrica. Il piu semplice, noto a chi scrive, é dovuto a B.
Van der Waerden ed ¢ anch’esso ottenuto mediante una funzione
definita mediante una serie:

dove ¢p(x) = nl@réfz |z —m.|. Si dimostra, non senza un po’ di fatica,

che tale funzione é continua su tutto R e non derivabile in alcun
punto.

3.2 Equazioni di Cauchy-Riemann
Esercizio 3.2.1. Verificare che la funzione:

fz,y) = 2° — y* + 2ixy.
verifica le equazioni di Cauchy-Riemann.

Soluzione 3.2.1. Si ha:

{ uéx,y) =22 —y?

v(z,y) = 2zy
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da cui:

{ Qu — 21
a—; 2x
e quindi:
ou v
or Oy
Inoltre: 5
o =2
da cui:
ou  0Ov
oy Oz
Complessivamente si ha quindi:
ou _ v
or ~— Oy
Ou _ _Ov
oy ~ Oz

che costituiscono appunto le equazioni di Cauchy-Riemann.
Nota 3.2.1. Si osservi che la funzione data puo essere scritta come:
f(z) =22

essendo z = x + 1y. In altre parole possiamo scrivere la funzione
data come funzione della variabile complessa z = x + iy. Questo
fatto non é casuale.

Esercizio 3.2.2. Dimostrare che la funzione:
f(z) =322 +72.
non é analitica.

Soluzione 3.2.2. Un primo modo per risolvere l’esercizio ¢ il
sequente:

f(2) = fla,y) =3 (x+iy) + (x — iy) =
= (322 — 3y? + x) + i (6xy — v)
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e si osserva che:

u(x,y) =3z% — 3y* + x

v(z,y) =6y —y

da cui:
% =06xr +1
ov __

e quindi:
ou_ o
or ' Oy

per cui le equazioni di Cauchy-Riemann non sono verificate.
Un secondo e piu rapido modo di risolvere [’esercizio consiste nel-
l'osservare che:

0f(z)

oz 170

e quindi la funzione non €& analitica.

Esercizio 3.2.3. Trovare le armoniche coniugate della fun-
zione:
_ .3 2
u(w,y) =y — 37y
Soluzione 3.2.3. Per definizione, una funzione armonica co-
niugata di u(x,y) é tale se:

Ou _ v
ox ~ Oy
ou _ _ow
0y = Oz

Nel nostro caso, utilizzando la prima di tali equazioni, otteniamo:

Ou _ g =
or xy_(?y

dove, per ora, f(x) é una funzione arbitraria. Utilizzando ora la
seconda equazione si ha:

3y* — 327 = 3y — f'(x).
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da cui:
f(z) = 32°.

e quindi:
flz)=2*+c

con ¢ € R. Allora avremo che le armoniche coniugate di u hanno
la forma:
v(z,y) = —3zy* + 2% +c.

Nota 3.2.2. La corrispondente funzione analitica é:

f(z) = u(z,y) +iv(z,y)
e quindi:

f(z) = (v* — 32%y) +i (—3ay® +2° +¢).
E’ allora facile verificare che:
f(z) =i(z* + o).

Esercizio 3.2.4. Dimostrare che la funzione:

u(z,y) = log(2® + y?).

¢ armonica sul dominio C — {0} ma che in tale dominio non puo
essere la parte reale di una funzione analitica.

Soluzione 3.2.4. Poiché:

u(z,y) = log(z* + y*).

st ha:
ou __ 2z
O~ x2+4y2
Qu _ 2y
Oy~ x2+y?

Tenuto conto delle equazioni di Cauchy-Riemann, si ha allora:

ov  Ou 2x 2x 1 2 1

Oy Or g () F ()
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da cui:

v(a,y) = 2arctg(?) + f(x).
Questo prova che le armoniche coniugate mon sono definite su
tutta la retta x = 0. Quindi la funzione data mnon puo essere la

parte reale di una funzione analitica definita su C — {0}.

Esercizio 3.2.5. Sia z = x + 1y e sia:

f(z) = ulz,y) +iv(z,y).

una funzione per la quale u(zx,y) e v(x,y) ammettono derivate parziali
prime. Siano:

of _ du | ;0

55 = o Tios

Of _ Ou 4 ;v
_8y+28y

Dimostrare che se [ wverifica le equazioni di Cauchy-Riemann
allora si ha:

of _ .of

- =i
dy ox

e viceversa.

Soluzione 3.2.5. Siccome valgono le equazioni di Cauchy-Riemann
st ha:

ou _ v
ox oy
u _ _ow
Oy ox
Allora:
OF (w0 _ ov_ou_du o _0f
or  \dxr Ox)  ox oxr Oy Oy Oy
e quindi:
of _of
oy Oz

Poiché ogni passaggio puo essere invertito vale anche il viceversa.
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Esercizio 3.2.6. Sia:

f(2) = { e se 20

0 sez =10

dimostrare che le equazioni di Cauchy-Riemann sono soddisfatte
ma la funzione non é analitica.

Soluzione 3.2.6. Supponiamo dapprima che z = x+1iy sia diverso
da 0. Poniamo:

glz,y) = —(x +iy) ™"

in modo da poter scrivere:

f(z) = es@¥),
Si ha pertanto:
0 0
01 _ et 2 ).

Ma, per la regola della catena, si ha:

gg(w, y) =4 (z+iy) " =427"

ox
e quindi:
0 _
o 4o
In modo analogo avremo:
of — o9(zy) 0
e siccome: 5
a—yg(az, y) = 4i (x4 iy) " = 4iz "
sara: 3
a—‘; — 45 (=)
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Pertanto, in questo caso, si ha:

of _ .of

—— =i
dy ox

e quindi se z # 0 la funzione verifica le equazioni di Cauchy-

Riemann. Facciamo vedere che esse sono verificate anche per z = 0.

Per fare cio dobbiamo calcolare le derivate parziali di f in base alla

definizione. Abbiamo:

Of (v _ .. J(O+h)— f(0)
Oox (0)= ilzlg(l) h hek.
e dunque:
of e
gz 0 = jm = =0
In modo analogo:
of o _ 1. J(0O+ik) — f(0)
o (0) = lim 2 ke R.
e dunque:
of ) e
g, ) = fim——=0.
Quindi anche in z =0 st ha:
0f _ 01
oy Oz

Pertanto la funzione data verifica le equazioni di Cauchy-
Riemann in tutto C. Tuttavia la funzione non é analitica
perche i z = 0 non é neppure continua.Per dimostrare cio
consideriamo la successione:

! ( T + ¢ si W) eN
Zpn=—(cos— +isin—) n .
n 8 8
B’ evidente che:
lim z, = 0.
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tuttavia: \

fzn)=¢e"".
e quindi:
|lf(zn)|=1 VneN

e pertanto non puo essere che:

lim f(z,) =0= f(0).

n—oo

e quindi la funzione non & continua in z = 0.

Nota 3.2.3. Il precedente esercizio mostra che, senza ulteriori con-
dizioni, le equazioni di Cauchy-Riemann non sono sufficient:
a garantire [’analiticita.

Esercizio 3.2.7. Si consideri la funzione:

5

z

— se 2#0
g(z) =1 |2*

0 se z=0

e si dimostri che essa verifica le equazioni di Cauchy-Riemann
ma non é derivabile in senso complesso in z = 0.

Soluzione 3.2.7. Calcoliamo:

99 . _ 1. 9(0+h)—g(0)

o) = h hek
Poiche h € R si ha:

h’ h
h) = — — —
e quindi:
dg .

D’altra parte:

g . g(0+ik) — g(0)



e siccome:

, ik?
g(ik) = i ik
st avra: 5
g : .
a—y(O)—}ZLO— =1 keR
e dunque:
29,01 _ 09

S0 =i

e pertanto in z = 0 wvalgono le equazioni di Cauchy-Riemann.
Tuttavia non esiste il

Infatti consideriamo la successione di C h=1/nn € N . Si ha:

h5
. g(0+h)—g(0) _ o _
R Tamy b
D’altra parte, se prendiamo:
/8
h=%"neN
st ha:
0+ h)—g(0 : h e
— ITAES
tim JOFEM =900 W g S
h—0 n—oco h n—»oo|h| n—oo 7

Pertanto le equazioni di Cauchy-Riemann, senza ulteriori con-
dizioni, non tmplicano la derivabilita in senso complesso di una
funzione in un punto.

Nota 3.2.4. In Analisi Reale ¢ ben noto che una funzione f
puo avere derivata in ogni punto in R senza che la derivata sia
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necessariamente una funzione continua.' Per esempio la funzione:
f:R—=R

1
r?sin— se x #0
flz) = x

0 sex =0

e ovunque derivabile in R e si ha:

1
o) = 2xsin;—cos; se v #0

0 sex=0

e pertanto tale derivata non é continua in x = 0. Per le fun-
ztont analitiche di variabile complessa una cosa del genere
non puo succedere: l’esistenza della derivata prima in un
cerchio di raggio r > 0 di C implica l’esistenza in tale
cerchio delle derivate di qualsiasi ordine. Se si tentasse di
imitare [’esempio precedente con la funzione:

f:C—=C
1

Zsin= se 2#£0
z

f(z) =

0 sex =10

ci 81 accorgerebbe presto del fatto che tale funzione in realta non é
derivabile in z = 0. Infatti basta scegliere z = iy per avere:

2,2 o1
— £(0 i“y“sin - — 0 1
z—0 1y 1y
Ma:

1 _1

o1 ev —e v

sin — = ——

1y 21

IUn celebre Teorema di Darboux stabilisce che le discontinuita della fun-
zione derivata non possono essere pero di tipo salto.(vedi anche appendice
13.9
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e quindi:

z—0 1y —0
Poiche:
lim = (ey — e_y) = 400
y—0+ 2
non esiste finito:
1)~ 1)

e quindi la funzione non ¢ derivabile in z = 0.
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Capitolo

Serie

4.1 Raggio di convergenza

Esercizio 4.1.1. Determinare il raggio di convergenza delle sequen-
ti serie di potenze:

o
n=1
Soluzione 4.1.1. Se r denota il raggio di convergenza, allora é

noto che:
1
— = limsup {/|a,|.
r

n—-+o0o

Poicheé a, = %, st ha:

1 . Nt
— = limsup {/— =
r n——+o0 n
1 1 1
= lim {/= = lim e V) = lim e w's™ — 1
n—-4o00o n n—-+o0o n—-+4o0o

e di consequenza r = 1.
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Esercizio 4.1.2. Determinare il raggio di convergenza della sequente

serie di potenze:
oo

n?’

n=1

Soluzione 4.1.2. Poiche a,, = # st ha:
1 . A1
— =limsup |/ —

. n 1 . l n I . _2
= lim — = lim eog( \/nQ) = lim e n'os(™ — 1,
n—-4oo 7’L2 n—-4oo n—-4oo

e di consequenza r = 1.

Esercizio 4.1.3. Determinare il raggio di convergenza della sequente

serie di potenze:
400 n

z
Zn3+4n2+3n+2'

n=1
Soluzione 4.1.3. Poiché:

1
o3 4+4An2+3n+2°

Qn

st ha:

1
— = limsup { =
T mere \/n3 FaAn? + 30+ 2

1 _—
= lim v 3 5 = lim @IOg( 7\l/n5+4n2+3n+2) —
n—+oo \ N3 +4n?+3n+2 n—otoo
1 : 1 3(104. .3 1 2\]_
= lime log(n3+4n2+3n+2) = lime » log[n (1+5+?+n_3)]_
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— lim 6—%10g(n)—%log(l+%+n%+n%) -1

e di consequenza r = 1.

Esercizio 4.1.4. Determinare il raggio di convergenza della serie:

; p(n)’

essendo p(n) un polinomio a coefficienti reali tale che per ognin € N

st ha p(n) # 0.
Soluzione 4.1.4. Poiché a,, = p(n) con:
p(n) = bon® +byn*~t + .. by

b € R ,r=0..k ep(n) # 0 Vn €N si ha che, essendo:

lim ¢ L — lim e »los®™) — iy e nlos() _ 1
n—-+00 p(n) n—-+oo N— 400

er=1.

Esercizio 4.1.5. Dimostrare che la serie:

[ee]
E nlz".
n=0

ha raggio di convergenza nullo.

Soluzione 4.1.5. Ragioniamo per assurdo e supponiamo che la se-
rie abbia raggio di convergenza r > 0. Se cosi fosse, essa sarebbe
assolutamente convergente, in particolare, sui punti della circon-
ferenza di raggio r/2 e quindi la serie:



dovrebbe convergere. Tuttavia applicando il criterio del rapporto
a tale serie si ha:
(n4 1)lr"t on . (n+D)r

lim = lim ——— = 0.
n—oo 20+l nlrt noco 2

e questo ci dice che l'ultima serie considerata diverge. Dunque
non puo essere r > 0 e pertanto r = 0, cioé la serie converge se e
solo se z = 0.

Esercizio 4.1.6. Si consideri la serie di potenze:

oo
E sin TL
n=0

e st dimostri che ha raggio di convergenza r = 1.

Soluzione 4.1.6. Siccome per ogni n € N si ha:
|(sinn)2"| < |2"].
e siccome la serie:

[e.e]
Z |2"] < o0.
n=0

¢ convergente per |z| < 1 avremo cher > 1. Se fosser > 1 allora
la serie data dovrebbe convergere anche per z = 1. In altre parole
sarebbe convergente la serie:

oo
E sin 77,
n=0

Questo implicherebbe che:

3 lim sinn = 0.
n—-+4oo

In tal caso pero anche:

lim sin(n+1) =0.

n—-4o00
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Ma:
sin(n + 1) = sinncos 1 + cosnsin 1.

e quindi:
(cosm)sinl =sin(n + 1) — sinncos 1.

e poiche sinl # 0 si avrebbe che:

1
3 lim cosn = — { lim sin(n+1) — lim sin(n)} = 0.
n—-4oo Sin 1 n——4oo n—-+4oo

Ma cio e assurdo, poicheé in tal caso:

3 lirf (sin2 n + cos? n) =0.

mentre sin®n + cos>n = 1 per ogni n € N. Dunque r = 1.

Esercizio 4.1.7. Siano o, € C e sia a # —m VYm € N, [ #
—m VYm € N. Dimostrare che la serie:

clat): (atn),
225 o (Btmn)

ha raggio di convergenza r > 1.

Soluzione 4.1.7. Per le ipotesi fatte su o e 3 seque che, posto:

ala+1) - (a+n)
BB+1)---(B+n)

si ha a, # 0 per ogni n € N. Studiamo allora la serie:

Ay =

R|a(a+1)---(a+n) 2"

B+1)---(B+n)

alla quale possiamo applicare il criterio del rapporto. Si ha:

ala+1)---(a+n+1)B(LB+1)---(B+n)

an+lzn+l B
BB+ (BEn+Dala+1)--(at+n)|

Ap 2"
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e dunque:

Apy12™ (a+n+1)
= z|.
A 2" (B+n+1)
Abbiamo allora:
. Ap+1 . (a+n+1
lim z| = lim |——= \ | =|z|.
n——+oo | Qy, n—too | (B+n+1)

La serie data é pertanto assolutamente convergente per ogni z € C
tale che |z| < 1 e dunque r > 1.

Esercizio 4.1.8. Fornire un esempio di una serie di potenze tale
per cui:

1. Il suo raggio di convergenza é r > 0 assegnato
2. La funzione che essa rappresenta non ha zeri.

Soluzione 4.1.8. 57 consideri:

1 n
—2".
,rn
n=0
St ha:
> =2 ()
n=0 n=0
e quindi:
> /z 1
<r= Z) =
|2l <r nz_% (r) 1-2

che non ha zeri.

4.2 Serie di potenze con raggio di con-
vergenza finito

Esercizio 4.2.1. Stabilire per quali punti della circonferenza:

|z| = 1.
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la serie:

o Zn
-1)" :
(=1) 2n+1
n=0
converge.
Soluzione 4.2.1. Posto z = —w, la serie si trasforma in:
>
—~ 2n+ 1

alla quale é applicabile il teorema di Picard. Tale serie converge
allora su tutti © punti della circonferenza unitaria eccetto w = 1
e quindi la serie data converge su tutti i punti della circonferenza
unitaria eccetto z = —1.

Esercizio 4.2.2. Dimostrare che se 0 < A <1 allora la serie:
o0 Zn
pBeve
n=0

converge su tutti 1 punti del cerchio unitario eccetto z = 1.

Soluzione 4.2.2. Si pu‘o applicare il teorema di Picard ottenen-
do che la serie converge in tutti i punti della circonferenza |z| = 1
eccettuato al piu il punto z = 1. In tale punto si ha la serie:

=1

che per le ipotesi su A é divergente.

Esercizio 4.2.3. Dimostrare che la serie:

n=0

diverge in tutti © punti di un sottoinsieme denso della circonferen-
za unitaria.
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Soluzione 4.2.3. Osserviamo chem la serie diverge sicuramente
nei punti per i quali ¢ z*> = 1. Siccome:

f(ZQ) _ Z (Z4) (2m)

la serie data divergera anche nei punti per i quali z* = 1. In gen-
erale, procedendo nello stesso modo, st ha che la serie diverge sicu-
ramente in tuti i punti della circonferenza unitaria per i quali z*" =
1. Talv punti costituiscono evidentemente un sottoinsieme den-
so della suddetta circonferenza, essendo i vertici di un 2n-agono
regolare inscritto in essa.

Esercizio 4.2.4. Dimostrare che la serie:

fl2)=2_ 2"

diverge in un sottoinsieme denso della circonferenza unitaria.

Soluzione 4.2.4. S7 ha che:

!

fle) =2+ 2228+
e siccome Si puo Scrivere:
flz)=2"+2" 422+ (22)3 + (22)3'4 4. (22)3'4“'” n

avremo che la serie diverge sicuramente nei punti per i quali z*> = 1.
In modo simile, se p ¢ un qualunque numero primo si dimostra
che la serie diverge nei punti tali per cuir 2P = 1. La serie diverge
dunque su tutti © punti delltnsieme:

A={ze€C:2P=1,pe P}.

che ¢ sicuramente un sottoinsieme denso della circonferenza uni-
taria.
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Nota 4.2.1. Le serie viste negli ultimi due esercizi sono esempi
delle cosiddette serie “lacunari” cosi chiamate per il fatto che
sono “poche” le potenze di z presenti. La presenza di un sottoin-
sieme denso di punti della circonferenza unitaria sui quali tali serie
divergono, rende tmpossibile il loro prolungamento analitico
oltre tale circonferenza.

Nota 4.2.2. Se abbiamo una serie di potenze:

f(z) = Z anz".
n=0

il cui raggio di convergenza r é finito e positivo, sappiamo che
la serie é divergente per ogni punto zy € C tale per cui |zo| > r.
Questo significa, per definizione, che se consideriamo la successione
delle somme parziali (s,(z)), data da:

So (Zo) = Qo

S1 (Zo) = Qo + 120
sn (20) = ap + a1z0 + -+ - anzy
st ha che:

A lim s, (2) € C.

n—-4oo

Puo pero accadere che se si considera una sottosucces-
stone della successione (s,(z0)), questa converga. Il fenomeno
suddetto e chiamato sovraconvergenza e verra illustrato nel sequente:

Esempio 4.2.1. Si consideri dapprima la serie:
{0 - 21"
f&) =2 ————
n=1 n
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nella quale p,, ¢ il massimo dei coefficienti dello sviluppo di (1 — z)4n A
Per esempio se n =1 siccome:

(1—2)"= (1—42" 4627 — 42° + 2%).
st avra che py = 6. Facciamo ora alcune osservazioni:

e Perognin €N si ha che {z(1—2)}"" & un polinomio il cui
termine di grado massimo ha grado 2 - 4™.

e Per ognin € N si ha che {z (1 — z)}4(n+1) ¢ un polinomio il
cui termine di grado minimo ha grado 4"V,

o [ coefficienti dei termini di =™ sono tutti,in modulo,
non supertort a 1 ed esattamente uno di essi vale 1: esso
sara quello corrispondente a al termine dello sviluppo di (1 —
2)*" avente coefficiente p,,.

Ne seque allora che:

n

{z(1=2)}"
Pn

e Quando st sviluppano tutti © polinomi st ottiene una

serie di potenze di z.

e Ogni termine della suddetta serie proviene esattamente da
uno det suddetti sviluppi.

e [l raggio di convergenza della serie di potenze é 1, in quanto
ogni coefficiente in modulo ¢ non superiore a 1 ed é 1 per
infinitt valort din.

Osserviamo inoltre che siccome:

Z4 42° ) 427 8 ~16 232
f(z)= (___|_26__+_)+(_+...ZQ4+..._)+...

6 6 6 6 P2 P2
411
1Per ogni n esso & unico e corrisponde al coefficiente [ 4n | = ﬁ
2
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avremo:

4
z
s4(z) = 3
24 420
sl =6~
24 420
86(2) = E—?—i‘ZG
A T
B =g -6 T g
2425 o 4T 8
e iy S
So(2) = s10(2) - - - = s15(2) = s8(2)
16
816(Z> = 88(2) + —
P2

D2 P2

In altri termini la successione delle somme parziali S,(z) della
serie:

i {z(1-2)}"

n=1 n

p

corrisponde a una particolare sottosuccessione della succes-
sione delle somme parziali s,(z). Siccome per |z| < 1 la serie di
potenze converge anche tale sottosuccessione converge. A questo
punto facciamo la sequente semplice osservazione: se si pone z =
1 —w e si sostituisce nella serie data, si ottiene la serie:

Pn

> 1—w)w
;{( ) w}
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che ¢ formalmente identica e dunque converge per ogni w € C
tale che |w| < 1. Ma:

e quindi la serie:

wl<le|l—z=z-1]<1.

{21 -2}

converge anche per |z — 1| < 1. Questo e come dire che la parti-
colare sottosuccessione di somme parziali che essa rappresenta
converge anche fuort dal cerchio di convergenza della serie di

potenze.
1
X O . P
PR i el “--l l-...
K2 ‘o
. "
. ..
.
O’ *
¢ Y
. .
B .
.. R
.. . R
. - .
. - A
L) o »
2 n
-1: (0] L]
- O -2
. 1 (]
[ 3 E
. - L]
- - ~
. . L]
. D
.
g
. 4
. .
. g
. .
., A
. .
'.’ ’¢‘
b, «v®
DRI PSS "Teagpunn®

Figura 4.1: 1l cerchio di colore rosa ¢ quello di convergenza della
serie data dalla successione delle somme parziali s,(z); la regione il
cui contorno e colorato in rosso rappresenta l'insieme di convergenza
della sottosuccessione delle somme parziali data da S, (z)
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4.3 Serie di Taylor e Maclaurin

Esercizio 4.3.1. Si determini lo sviluppo in serie di Maclaurin
della funzione:

f(z) = 2%’

Soluzione 4.3.1. Dallo sviluppo della funzione esponenziale otte-
niamo che per ogni z € si ha:

¢’ :Z ;l :Z nT

n=0 : n=0

e quindi:

0 3nzn+2

fz) = Z nl

n=0
Ponendo ora m =n + 2 si ha:

00 3m—22m

1@ =2 o
m=2

che costituisce lo sviluppo cercato.

Esercizio 4.3.2. Si trovi lo sviluppo di Maclaurin della funzione:

B 1
I

f(2)

Soluzione 4.3.2. Ricordiamo che se 0 < |z| <1 si ha:

+oo

n 1
L.
1—=2
n=0
€ SCriviamo: ]
f(z) =

Osserviamo che:

0<|—2|<1l&0< |zl < 1.
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e quindi possiamo Scrivere:

&)= g = L = " =

che costituisce lo sviluppo cercato.

Esercizio 4.3.3. Scrivere lo sviluppo di Maclaurin per la funzione:

Soluzione 4.3.3. Osserviamo che:

10 =5 [ramm)

e che:
0<]2*/9 <1e0< |2 < V3.

In tali ipotesi otteniamo:

4n

da cui:
o An+1
fe) = (i
n=0
e quindi:
e " Z4n+1
f(z) = Z (=1) 32n+2
n=0
che ¢é lo sviluppo cercato.
Esercizio 4.3.4. Data la funzione
1
z) = .

determinarne lo sviluppo di Maclaurin.
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Soluzione 4.3.4. Sia

1
Osserviamo che:
g'(z) = f(2)
Ma
1 Ry
g(z) = =) 2" |z] < 1.
( (1—2) ; |
Allora:
+0o0o
g'(z) = an” ! 2] < 1.
n=1
Poston —1=m si ha:
+o0o
g'(z) = Z (m+1)2".
m=0
e quindi:
+o0
f(z) = Z (n+1)z".
n=0

Esercizio 4.3.5. Si consideri la serie:

l(z) = Z #z".

e si dimostri che:
e [l raggio di convergenza e 1.
o ¥ =2 41.

Soluzione 4.3.5. Per quanto riguarda il raggio di convergenza,
e sufficiente applicare il risultato dell’appendice 13.3. Si ponga ora:

f(2) = (1 +2)e™'®.
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Ne seque che, per|z| <1 si ha:
fi(z)= e —e @14 2)l(2) = @1~ (1+2)l'(2)].
e quindi:
F(@) =@l —(1+2)(1-z+2")]

Dungque:

1
"(z)=e'@|1-(1 =0.
PO =t =)
Pertanto f(z) = ¢ e dato che f(0) =1 avremo che:
(1+2)e ™ =1.
da cui:

(14 2) =@,

4.4 Serie di Laurent

Esercizio 4.4.1. S trovi lo sviluppo in serie di Laurent della
funzione:

net domini di analiticita.
Soluzione 4.4.1. Scriviamo innanzitutto:

1 1

f(z):z—l_z—?

e osserviamo che la funzione f ha due punti singolari in z = 1
e z = 2. Pertanto la funzione e analitica nei sequenti domana:

1. Dy ={2€C:0< |z| < 1}.

2. Dy={2€C:1<|z] <2}.
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3. D3 ={2€C:|z| >2}.

Nel dominio Dy possiamo scrivere:

1 1 =
z—l__l—z__nz_%z‘
ed tnoltre:
1 1 Iem 2" = 2"
-2 2(1—2z/2) éz_n_ZQn—i-l
n=0 n=0
e dunque:

che di fatto ¢ uno sviluppo di Maclaurin. Per quanto riguarda
il dominio Do, osserviamo che:

I1/z] <1
1 2
< 7| < :>{ 12/2] < 1
e quindi:
11
z—1 7 2(1-1/z)
1 1
—2 = T2
da cui: . .
1@ = a-im Y ea—a
Ma: O
1 <= (1\" & /1\"
amm s " 6)
e dunque:

s (6) =X

n=0 n=0




per cui:
o

1 2, 2"
f(z) = ntl + Z on+1
n=0

n=0

Ovviamente si puo riscrivere f(z) come seque:

e questo ¢ esattamente lo sviluppo di Laurent, perche si puo

scrivere:
“+oc0

f(z) = Z cn 2"

n=—oo

o 1 sen<-1
" gersen >0

dove:

Per quanto riguarda il dominio D3, si procede in modo analogo,

scrivendo:
1 1

1@ = a1 20—

dopo avere osservato che in tale dominio si ha:

0<|1/z|<1,0<|2/2] < 1.

S1 ottiene allora:

=1 N
f(Z) = Zzn—i—l _Zzn—i—l'

n=0 n=0

che puo essere riscritta come:

—1—2!
n=1

che ¢ lo sviluppo di Laurent cercato, perche si puo scrivere:

f(z) = Z 2"

n=—oo
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dove:

{1—2”_]L sen<-—1
Cp =

0 sen>0

)

e
-

Figura 4.2: T domini di convergenza degli sviluppi trovati

Esercizio 4.4.2. Sia:

2n

f(z) = 2_% (;n)!.

dimostrare che essa definisce una funzione intera.

Soluzione 4.4.2. Consideriamo la serie:

n=0

e dimostriamo che essa e convergente per ogni z. Per fare cio
applichiamo il criterio del rapporto:

E NI, B

= 111m
n—oo (2n+2)! 2> n—oc (2n+2)(2n + 1)

=0VzeC

Questo prova che la serie che definisce f(z) é assolutamente con-
vergente e quindi convergente per ogni z € C e pertanto f(z) é una
funzione intera.



Esercizio 4.4.3. Dimostrare che la funzione f(z) definita nell’e-
sercizio precedente é soluzione dell’equazione differenziale:

F'(2) = f(z) = 0.

Soluzione 4.4.3. Siccome f(z) é analitica le sue derivate pos-
sono essere ottenute derivando termine a termine la serie che la
definisce. Le serie che si ottengono sono anch’esse convergenti in
tutto C. Si ottiene:

2nz = 2n—1
f'(2) = Z 2 2n )
e quindi
> (2n — 1)222 o 22
Z S Py
Posto m =n — 2 si puo scrivere
©_ 2m
— mZ::O a1 =
da cui la tesi.
Esercizio 4.4.4. Sia:
2 B
f(z):z—g—i-g—?—i--“
Dimostrare che: )
fl(z) = 152

Soluzione 4.4.4. Il raggio di convergenza della serie data ¢ dato
dalla formula che abbiamo gia visto in un precedente paragrafo e

poiche:
o (5)
lim sup( — | .
n— o0 n
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st ha che tale raggio vale 1. Derivando termine a termine otteni-
amo:

f’(z) —1— 244 . :Z(_l)nzm :Z(—Z2)n.

che vale per |z| < 1. Tenuto conto della formula della somma
di una serie geometrica si ha la tesi.
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Capitolo

Singolarita

5.1 Singolarita isolate

Esercizio 5.1.1. Determinare le singolarita, specificandone il
tipo, della funzione:

z+1
Z) = —F5—.
/) 23(22 + 1)
Soluzione 5.1.1. Le singolarita di questa funzione sono i val-
ort di z € C che annullano il denominatore. Fsse sono dunque
singolarita isolate e sono z =0 e z = £i. Poiche:

. z+1
lim z*f(2) = lim 5~ = 1.
lim =°f(2) = Iy

avremo che z = 0 ¢ un polo di ordine 3. Nello stesso modo si
dimostra che z = i sono poli di ordine 1 cioe poli semplicz.

Esercizio 5.1.2. Determinare le singolarita della sequente fun-
zione, specificandone il tipo:

sinh z

f(z) = :

24
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Soluzione 5.1.2. Poiché:

3 5

b s — Z z

sin z—z+§+a+---.
s aura:

1 1 2’5 Z2n—3

f(z):;—}-%—i—a-.m_i_..

Ne seque che:
2 8
im 23 — 1k SRR
llir(ljz f(z)—ll_r%(l—i- a3 + o + ) = 1.
e quindi z = 0 ¢ un polo di ordine 3. Non vi sono altre singolar-
ita.
Esercizio 5.1.3. Si consideri la funzione:

z —sin 2

f(z) =

e si dimostri che z =0 ¢é una singolarita eliminabile.

23

Soluzione 5.1.3. Siccome:

23 20 23 2P
z—smz:z—(z—§+§_...) :5_54_....
s aura: X ,
z
f(2)25—5+
e quindi:
: 1
il_ff%f(z):§~

Questo prova che la singolarita per z = 0 ¢ una singolarita elim-
inabile.

Nota 5.1.1. Se si considera la funzione:

M:{ [(2) se 2 #0

1 _
5362—0

si ottiene una funzione intera.
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Esercizio 5.1.4. Stabilire la natura delle singolarita della funzione:

f(z) = e

Soluzione 5.1.4. La funzione € definita e analitica per ogni z €
C —{0}. Se consideriamo lo sviluppo di f(z) in serie di Laurent
otteniamo:

1 1 1 n 1
z 2122 0 3123 nlzn

flz) =1+

Da questo sviluppo, deduciamo che z = 0 non puo essere un
polo né una singolarita eliminabile in quanto la sua parte
principale ha un numero infinito di termini. Quindi si tratta
di una singolarita essenziale.

Esercizio 5.1.5. Determinare le singolarita della funzione:

o)== -

e —1

Soluzione 5.1.5. Iniziamo con il dimostrare che z = 0 ¢ una
singolarita eliminabile. In un intorno di z = 0 si ha:

f(z)zz—ez—l—l 22_1_2_22/2!+O(Z3)+1 _ _22/2!+O(23)
z(er = 1) 2 (24 0(22)) 21+ 0(2)]

da cui: )
fm f(=) = =5

e quindi z = 0 ¢ una singolarita eliminabile. Le restanti singo-
larita al finito provengono dagli zeri di:

e —1

FEssi sono dati da z, = 2nmi n € Z — {0}. Dimostriamo che si
tratta di poli semplici. Dobbiamo provare che se n # 0 allora:

lim (z —2nmi) f(z) =1 € C.

z—2nmi
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Si ha che:

(2 — i) F(2) = (= — 20 [ 1 1] _ (== 2nmi) (= —2nmi)

e? —1 z e? —1 z

Inoltre:

e?— 1 = ez—2n7rz+2n7rz — 1= 6z—2nm€2nm —1= 6z—2n7rz -1

Posto allora:

st ha:
(z—2nmi)  w
e —1  ev—1
da cui:
-2
i G2 0
z—2nmi e? — w—0 eW — ]
e siccome:
lim (z — 2nmi) =0.
z—2nmt z
3 lign (z—=2nmi) f(2) = 1.

Quindi 1 suddetti punti sono poli semplica.
Nota 5.1.2. Si noti che in:
Y =CuU{oo}

cioe sulla sfera di Riemann o piano complesso esteso, il
punto oo € punto di accumulazione di poli semplica.

Esercizio 5.1.6. Determinare le singolarita della funzione:

f(z) =



Soluzione 5.1.6. Sicuramente in z = 1 vi € una singolarita. Poni-

amo:
1

g(Z) = ez—1,
e
h(z) =€ — 1.
Osserviamo che i z = 1 h e analitica. Quindi per studiare la

singolarita presente in z = 1 basta riferirsi a g. Lo sviluppo di
Laurent di tale funzione é:

1 1

z) =1+ + +
9(z) o1 A(z-1)

e poiche la parte principale contiene infinitt termint z = 1 ¢ una
singolarita essenziale per g e quindi anche per f. Vi sono poi
i punti per i quali h(z) = 0 che sono sicuramente punti singo-
lari. FEssi sono del tipo z, = 2nim con n € Z. Procedendo come
nell’esercizio precedente si ha che essi sono poli semplici.

Nota 5.1.3. Si noti che in:
Y =CU{o0}

cioe sulla sfera di Riemann o ptano complesso esteso, il
punto oo ¢ punto di accumulazione di poli semplici.

Esercizio 5.1.7. Dimostrare che in z =0 la funzione:

1

(2) = ele7).
ha una singolarita essenziale.

Soluzione 5.1.7. Il modo piu semplice per risolvere l’esercizio € il
sequente: restringiamoct all’asse reale; in tal caso si ha:

. 1
lim e » = 0.
h—0t

e quindi:
lim f(h)=1.

h—0t
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D’altra parte:

e quindi:
lim f(h) = +o0.

h—0t

Pertanto non ci puo essere in z = 0 una singolarita eliminabile,
in quanto dovrebbe essere finito il:

Ei% f(z)=1eC.
e non i puo essere nemmeno un polo perché dovrebbe essere:

lim [ (2)] = +o0.
Dunque in z = 0 c’e una singolarita essenziale.
Esercizio 5.1.8. Dimostrare che la sequente:

o0 "
f(z) = HXZ; n‘((n —?— z)

ha come singolarita poli semplici situati negli interi non positivi.

Soluzione 5.1.8. Sia R > 0 un qualsiasi numero reale e sia m un
intero tale che m > 2R. Scriviamo:

f(z) = T
;n‘n—i-z Z n—l—z ;Lln!(n%—z)

€ poniamo:
m _1 n
9() = Z%
o _1 n
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Osserviamo che g(z) ammette poli in z = —n con 0 < n < m.
Infatti:

g(z)zznl(_l)n:l— 1 + 1 4. (="

m+z2) 2z (Q+2) 2(2+2) “ml(m + 2)’

Consideriamo ora:

00 _1n
h(z) = Z %

n=m-+1

e dimostriamo che essa é analitica per |z| < R. Infatti dalla
disuguaglianza triangolare si ha:

In—|2]| < |n+2|.
e siccomen > m+1 > 2r si ha:
n—lz| <|n+z|.

Da cio seque che:

" | 1 1 < 1
nl(n+z)| nln+z = nl(n—|z|) = nR
Poiche:
=1
n=m+1

avremo quindi che, per il criterio M di Weierstrass !, la serie:

o
> ok

' )
W ! (n+2)
¢ totalmente convergente e quindi h(z) é analitica in ogni com-
patto K tale per cuiz € K = |z| < R. Siccome R puo essere scelto
arbitrariamente grande avremo che l’insieme dei poli coincide con
[insieme degli intert non positivi.

Wedi appendice 13.10.1
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Esercizio 5.1.9. Dimostrare che la funzione:

1) :ZnQiZQ'

n=1

ha come singolarita poli semplici che costituiscono l'insieme:
S={z=mi,meZ-{0}}.

Soluzione 5.1.9. Come prima, scegliamo R > 0 e un intero m >
2R. Allora:

o0 m [ee] 1
1(2) _;n2+z2 ;n 2 4 22 n;ﬂﬁ%—zf
Poniamo:
O |
g(Z) - Z TL2 + 22
n=1
e
b= Y
- 2 2
n=m-+1 n + <
Siccome:
1 1

n?+22  (z+in)(z—in)

avremo che:
m

1
9(z) = nz::l (z+in) (z —in)

che ha poli net punti z = +in con 1 < n < m. D’altra parte,
ragionando come prima, si ha:

1 1 1 1 4
n? + z2

< < = <
= 2 _ |Z|2 —n2— R2 n2 (1 _ R2/n2) — 3n2

L’ultima parte della disuguaglianza seque dal fatto che n > m+1 >
2R. Allora,per il criterio M di Weierstrass, la serie:

oo

1
Z n2+z2'

n=m-+1
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¢ totalmente convergente su ogni compatto K tale per cui z €
K = |z|] < R ed é wi analitica. Siccome R si puo scegliere
arbitrariamente grande st ha la tesi.

5.2  Singolarita non isolate

Esercizio 5.2.1. Si studino le singolarita della funzione:

f(z) = sec 1

z

Soluzione 5.2.1. Sono singolarita della funzione il punto z =0 e

1 punti per i quali:
1
cos — = 0.
z

Questi ultimi sono costituiti dai sequenti:

2

- __° ez
m(2k +1) ©

Zk

Poiche z =0 ¢é punto di accumulazione per l'insieme:
S = {Zk ke Z} .

avremo che z = 0 € una singolarita non isolata.
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Capitolo 6

Integrazione

6.1 Integrazione su curve

Esercizio 6.1.1. Calcolare:

/f(z)dz.

f(z) =z —1i.

e C ¢ la curva parametrizzata da:

dove:

yt)=t+it* —1<t<1.

Soluzione 6.1.1. Poicheé la funzione f(z) é intera, si ha che la

funzione:

22

F(z)z;—iz.

¢ una primitiva della funzione f(z), pertanto l'integrale proposto
non dipende dal cammino di integrazione. Siccome:

v(=1)=—-1+1
~y1)=1+1
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st ha:

/f(z)dz =F(1+1i)— F(—1+1).
c
e quindi:

/f(z)dz _ (1;“2—(_1;“2—¢{(1 Fi) = (=1 +4)} = 2i—2i = 0.
C

Esercizio 6.1.2. Calcolare:

/ F(2)dz.

c
dove:
f(z)=2+1.
e C é la curva parametrizzata da:
() =€ ,0<t<2m.
n due modi.

Soluzione 6.1.2. Come prima, osservando che la funzione f(z) é
intera e che una sua primitiva é:

3

F(z)z%%—z.

osservando che la curva C é chiusa e che y(2m) = v(0) = 1 si ha:
/f(z)dz — F(1) - F(1) = 0.
c

Un secondo modo di risolvere l’esercizio, € quello di procedere in
base alla definizione:

f(2)dz= [ f(v()¥(t)dt.
[ror=]
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2 2

gﬂwmv@ﬁzg@w+nwwh:

2m 2 2m
=i [ (¥ +et)dt =i [ di+i [ e'dt =
0 0 0

21 ) 27
3it .
e 6zt

o .e3it . it
=1 + 1€ 3

0 0

ebmi I e0
= (&) - (5+¢0) =(G+1) - (+1) =0
Esercizio 6.1.3. Sia C una curva semplice chiusa di C e sia
2o un punto nel suo interno. Dimostrare che esiste p > 0 tale per

cui.’
d 1
/ - Bl < TL
2 (Z — Zo) 1Y

essendo L la lunghezza di C e k € N.

Soluzione 6.1.3. Sia:

1
M=maxq|-—| 2€C,.
(z — 20)
Tale massimo esiste finito per la continuita di:
1
flz)=———.
(2) )

sulla curva C e per la compattezza di quest’ultima. Sia ora:
p=min{|z — 2|z € C}
Tale minimo esiste per la compattezza di C ed e inoltre positivo
perche zy appartiene all’interno di C. Ovviamente si ha:
1

Mgﬁ.

e quindi la tesi.
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Esercizio 6.1.4. Sia:
f:C—C.

una funzione analitica per la quale:
Re f'(z) >0 Vz € C.
St dimostri che [ e iniettiva.

Soluzione 6.1.4. Dobbiamo provare che per ogni a,b € C tali che
a # b siha f(a) # f(b). Consideriamo il segmento I' congiungente
t due punti a e b e una sua parametrizzazione:

Yt)=a+tb—a) 0<t<1

Essendo f una primitiva di f' si avra:

/f@mZ:ﬂm—fm»

Ma:
1
f(R)dz= [ f(y@®)' @®)dt = | f'(v(1)(b— a)d
[ron-] fre
e quindi:
1
f(b) - (b—a) | f'(v
[
da cui: X
fla) :
= [ f'(n(t
/
Ma:

1 1 1

/meﬁ=/%fwmﬁH/mﬁM®W-
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e siccome, per ipotesi si ha Re f'(z) > 0 Vz € C avremo che ,in
particolare,Re f'(7(t)) > 0 per ogni 0 < t < 1. Da cio seque che:

[ re oy £ 0.
e dunque: ) — £(@)
b) — f(a
b-a) 7°
da cui f(b) # f(a).

Esercizio 6.1.5. Si calcoli lintegrale:

1
/—dz.
z

C

essendo C la curva costituita I'y U Ty

Figura 6.1: C=T7UTly
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Figura 6.2: 1l taglio costituito dalle due curve I's e I'y consente di
rendere il dominio semplicemente connesso

Soluzione 6.1.5. Immaginiamo di tagliare il dominio come in 6.2.

St ha: . . . . .
/—dz:/—dz+/—dz+/—dz+/—dz
z z z z z
C I Iy Ty I's
Poiché: .
/dz = 2m
z
Iy
1 1
/dz: —/dz
z z
T4 T4
1
/dz = —2mi
z
I'>
avremo che:



Esercizio 6.1.6. Si calcoli ["integrale:

1
/dz.
z

C

essendo C la curva costituita Ay U Ay U As.

™ = \_\\H
// ; N
R
¥ \\\ A
4 \ 1
/ N A
/ 2 A3 \
[ A A
A \
/ ) |
I | : a
\ i [
\ .--/
b g
\ — /
\ /
N ’f
X 4
N y
\ /
b . 4
~ "
¥, >
— 3

Figura 6.3: La curva C la curva costituita Ay U Ay U A3
Soluzione 6.1.6. Si ha:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
/dz: /dz—l—/ dz+/ dz+/ dz+/ dz+/ dz+/ dz+/ —dz
z z z z z z z z z

c Iy Ty I's T4 Ts g 7 Ts

e siccome: 1 1
/dz—l—/dz = 271.
z



Figura 6.4: Il contorno di integrazione

1 1
/dz:/dz:O.
z z
I's 7
1 1
/—dz+/—dz:0.
z z
T2 Iy



st avra che:

1
/dz = 27m1.
z

c
Esercizio 6.1.7. Calcolare:
2z —2
/ L
z(z—2)
c

essendo C la curva dell’esercizio precedente.

Soluzione 6.1.7. Poiche:
2z — 2 1 1

2(2—2)_24_2—2'

1 1 1 1
/;+Z_2dz:/;dz—|—/z_2dz.
c c

C

St aura:

Resta dunque da calcolare:

1 s 1
/z—?dz:Z/z—QdZ'
]lej

C

Ovviamente, si ha che il contributo di I'y e I'y ¢ nullo cosi come
quello diT'g e I's. Anche il contributo di I's é nullo perché su tale
curva e nel suo interno la funzione integranda ¢ analitica. D’altra

parte:
1 1
/ dz = —/ dz.
z—2 z— 2
Iy F?
e quindi:
2z — 2
/ - dz = / —dz = 2mi.
z(z—2) z
c c



Esercizio 6.1.8. Sia:
'={ze€C:|z] =1}.

e sia:

f:I'—=T
z2—7Z
Dimostrare che:

1. f e continua si I.

2. Non puo esistere una successione di polinomsi (p,(z)),, che
converge uniformemente a f sul'.

Soluzione 6.1.8. Per quanto riguarda la prima parte, dobbiamo
dimostrare che per ogni zo € I' si ha che:

Ve > 03 (20,6) >0: |z —20| <= |f(2) — f(20)] < e.

Poiché:

£ (2) = f(20)l = [7 = 20| = |z = 20| = [z = 2],

assegnato € > 0 bastera scegliere 6 = € per avere la tesi. Sup-
poniamo ora che esista una successione di polinomi p,(z) che
converge uniformemente a f su I'. Poiche i polinomi sono
analitict su ' e nel suo interno si ha:

/pn(z)dz =0 VneN.

T
ed inoltre:
27
/f(z)dz = /zdz = /e‘ieiewdé’ = 2mi.
r T 0

Ma se fosse:

i (2 =, 1)
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allora avremmo:

0= lim [ pu(2)dz :/ lim p,(z)dz :/f(z)dz = 2mi.

n—oo n—~o0

r r Tr

e cio ¢ assurdo.

6.2 Teorema e formula integrale di Cauchy

Esercizio 6.2.1. Sia zy un punto qualsiasi di C e C una circon-
ferenza di centro zy e raggio r > 0 orientata in senso antio-

rario. Calcolare:
/ (2 — 20)"dz.

C
per ogni n € 7.

Soluzione 6.2.1. Supponiamo dapprima che sia n # —1. In tal
caso posto:

f(z)=(z—2)".

st ha che:
n+1

9(2) (z — 20)

T+l
¢ una primitiva di f(z) perché ¢'(z) = f(z) e quindi siccome C é
una curva chiusa si ha che:

/(z — 29)"dz = 0.

C

Se n = —1 parametrizziamo C ponendo:
Y(t) = 20 + e’ t €0, 27].

e ottentamo:

27 21

= e

0
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Esercizio 6.2.2. Sia C la circonferenza unitaria di centro [’o-
rigine parametrizzata da:

Y(t) =e" 0 <t <2

Sia: ,
f(z) = 4_ 2
Calcolare: )
z
z— i/QdZ
C

Soluzione 6.2.2. Osserviamo che la funzione sulla curva C e nel
suo interno ¢ analitica. ' Pertanto per il Teorema di Cauchy
st ha:
(2) 1 . 1)2 4T
dz =2 -] =2 =——.
capt TG ) T A T Ty
c

Esercizio 6.2.3. Sia C la circonferenza unitaria di centro [’o-
rigine parametrizzata da:
Y(t) =e" 0 <t <2m.
Sia f(z) = z Calcolare:
/ f2) o
2z +1

c

Soluzione 6.2.3. La funzione f(z) mon ha singolarita in C.
Scriviamo allora:

/ 2§<j_>1dz - ! / i

c c

Per la Formula integrale di Cauchy si ha:

C/mdz = omif (—1/2) = —ir.

'Le singolarita al finito della funzione sono z = 42 che perd sono esterne
alla curva

108



Esercizio 6.2.4. Sia C la curva chiusa del piano complesso de-
limitata dalle rette v = £3 y = £31 e orientata positivamente.
Si calcoli:

/ sin 2z "
J (24 3) (22 +16)

Soluzione 6.2.4. Consideriamo:

sin z

(z) = (224 16)

Tale funzione, avendo come uniche singolarita al finito, z = 441,
risulta essere analitica sulla curva e ne suo interno. Osservi-
amo poi che zg = 7/2 €& interno alla curva. Allora per la Formula
integrale di Cauchy si ha:

sin z _ f(2) 8w
C/<z+;)<z2+16>dz_c/<z+§)dz‘27”f( Ve

Esercizio 6.2.5. Sia C la circonferenza |z| = /2 orientata pos-
ititvamente. Si calcoli:

[ ot

c

Soluzione 6.2.5. Consideriamo:

f(z) =

(4-2%)

Tale funzione, avendo come uniche singolarita al finito z = £2, €
analitica sulla curva e nel suo interno. Osserviamo poi che
zg = —1 € contenuto nell’interno della curva. Quindi

/(4—z2 z+7, /f dz =2mif(—i) = 27r7,( 7,):257r

C
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Esercizio 6.2.6. Calcolare:

2z
/ ; 14dz
) G+1)

essendo C la circonferenza |z| = 3.

Soluzione 6.2.6. Ricordiamo la Formula generalizzata di Cauchy:

n n! f(z)
271 C/ (z — a)

2z

Nel nostro caso f(z) =e**, a = —1 edn = 3. Si ha dunque:

3] 2z
8e 2= B 1dz
271 J (z+1)

e%? 8mie 2
1)4dz: 5
J (z +

Esercizio 6.2.7. Sia:

da cui:

+o0
f(z) = Z a,z".
n=0

una funzione analitica in D = {z € C: |z| < 1}. Supponiamo che:

1
1— |z

1F'(2)] <

Dimostrare che:
la,| <e Vn >1.

Soluzione 6.2.7. Siccome: f'(0) = a; direttamente dall’ipotest,
avremo che:

1
1| = |£(0)] < T-0 <¢
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Quindi per n = 1 la proprieta e vera. Se consideriamo f'(2)
abbtamo che essa e rappresentata dalla serie:

+0o0o
f'(z) = Z na,z""*.
n=1

per ogni z € D. Posto:

abbiamo allora:
g™ 1(0) = nla,.

La Formula generalizzata di Cauchy ci dice allora che:

g™V (0) = (n — })! / 92) ;.

271 zn

Cr

dove C, ¢ la circonferenza di centro 0 e raggio r tale che 0 < r < 1.
Ne seque che:

(n-1)! [9(),

nla, = : z.
27 AL
Cr
e dunque:
1
na, = - / g(z)dz
27 "
Cr

Se n > 1 possiamo scegliere r =1 — % St ha allora che:

2m 2m
1 1 1
nay| < - /g(Z)dZ <_/ 9(2) ] = - |9(2) dz).
27 Zn 27 Zn 27 Ed
: 0 0
e siccome:
9 = 1f()] < ~— !
g T— |z S1-7



ed inoltre:

otteniamo: )
1 1
|na,| < —/ a0,
2T 1—rrm
0
e quindi:
2T 1
1 1
Rl e
[ 2rrn=11 —p / (I —r)rn—t

0

Ricordando il valore di v si ha che per ognin > 1

1 1 —n+1
|na,| < ————=n(1-= )
(I —r)rn—t n

()00 6-2)

anl < (1=3) " = (1= (1= 0) <

e quindi:

da cui:

<(1-3)"<e
Pertanto, per ognin > 1 si ha |a,| < e.
Esercizio 6.2.8. E’ data la funzione:
+00
n+1Y\ ,
-2 (0)”

n=0

Dimostrare che:

1. Il raggio di convergenza della serie ¢ 1.
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2. Esiste zg € C con |z| < 1 per il quale:

1
1 —|z|

| f'(20)] >

Soluzione 6.2.8. Per quanto riguarda la prima parte, si ha che:

_3n—|—1
 on42°

Qn

e siccome denotando con r il raggio di convergenza, vale la
formula:

1 :
— = lim sup {/|an|
T n—-+o0o

abbiamo:

1 1
1 _ n n
— = lim sup (LL +6 5) = lim (3 — E) =1.
T n—+00 n-+2 n——4o00 n

Per quanto riguarda la seconda parte, si osservi che se per as-

surdo si avesse: .

112

per ogni z € C tale che |z| < 1, in base all’esercizio prece-
dente, si avrebbe:

1F'(2)] <

la,| < e.
per ogni n > 1. Cio pero, nel nostro caso, ¢ falso in quanto:

3 1
n =3 >e.

lim a, = lim
n—-+o0o n—+oo N + 2

e quindi esiste m € N tale per cui per ognin > m si ha a, > e.

Esercizio 6.2.9. Sia D = {2z € C: |z| < 1} e si abbia:
Ve D= f(z)e D .

Dimostrare che:
£ (0)] < 1.
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Soluzione 6.2.9. Sia 0 <r <1 e sia v.(0) =re?® 0< 0 <27 la
circonferenza di centro l'origine e raggio r. Allora:

1 [ f(z)
/ | —
o= | [ {2
Yr
e quindi:
2 . 2
L[] (re?)] 1 0
£(0) g%/ e an = W/\f(re )|do.
0 0
Siccome, per ipotesi, f(D) C D si avra che ‘f (reie)} <1 e quindi:
L f o
") <—— [ do=~.
o<y [a—
0

Allora: .
l7(0)] < inf —=1.

o<r<1l 7r
che ¢ la tesi.

Esercizio 6.2.10. Sia f una funzione analitica su:
D={2eC:|z] <1}.

Si supponga che:
[Re f(0))" = [Im f(0)]".

Dimostrare che:

7[Ref (re’®)] %o = 7[Imf (rei®))db.

per ogni 0 < r < 1.
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Soluzione 6.2.10. Poniamo:

9(z) = [f(2)]"

La Formula integrale di Cauchy permette di affermare che:

g(0) = L @dz.

271 z
|z|=r
se 0 <r < 1. Quindi:
2:£_/
2
da cui: )
2 1 / [fre®)]”
[f(O)] = " o, rie’’dd.
0
e dunque:

valida per 0 < r < 1. Scriviamo allora:

[£(0)]* = [Re f (0))* + i [Im f£(0))*.

e
] 2m ] 2m ] 2m
g [f(rew)fdQ:Re%/ [f(rew)fdﬁ—i-ilmg/ [f(rew)fd&
0 0
Avremo:
] 2m ] 2m 1 2m
- [f(reia)fd@ = 27T/Re [f(rew)fd@—l—i%/lm [f(reie)fde.
0 0 0
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da cui:

2

[Re f (0)]*+i [Im £(0)]* = % / Re [f(rew)fdﬁﬂi / Im [f(re®)]*d6.

[e=]

e quindi:
Re £ (0))° = ;ﬂ / Re [f(re®)]2d6
[Im f(O)]2 = % /Im [f(re 9)] do
Allora:
[Re f (0))°—[Im £(0)]* = 217T/Re [f(re 9——/1m (re®)]*do.

0

e pertanto, sottraendo membro a membro e tenendo conto
dell’ipotesi, si ha:

2 2

1 . 1 |
0= /Re [£(re”)] a0 — o [ Tm [£(re®)) do.
0 0
da cui:
2m 21
/ Re [f(re')]*do = / Im [f(re®)]*d6.
0 0

Esercizio 6.2.11. Calcolare:

21

/ e’ db.
0
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Soluzione 6.2.11. Per la Formula integrale di Cauchy si ha:

—dz=¢" =1.
27”/ dz = é°

|21=1

posto allora z = € si ha df = i€ e quindi:
o
1 ; e’
27i ) e
0

——ied = 1.

da cui:
27

/6ei9d9 = 2.

0

Esercizio 6.2.12. Calcolare
27

/ e =10,

0

Soluzione 6.2.12. Per la Formula generalizzata di Cauchy

st ha:
1= —d
T o / =

|2[=1

da cui, operando la stessa sostituzione dell’esercizio precedente, si
ha:

e quindi:

27

da cui seque:
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Esercizio 6.2.13. Sia f una funzione intera e si supponga che:

F(r)= / }f(reia)‘dt?.

sia una funzione limitata. Si provi che f ¢ costante.

Soluzione 6.2.13. Sia z un punto qualsiasi di C e si scelga
R > 2|z|. Per la Formula integrale di Cauchy si ha:

_ 1 f(w)
|z|=R
e 0= 5 [ Ha
27i w ‘
|z|=R
da cui:
110 = [ (LT a
|z|=R
e quindi: 1
1o =10 =5 [
|z|=R
Ponendo w = Re" si ha:
27
_ _ 1 2f(Re”) . if
f(Z) f(O) - omi 0/ Rei9 (’LU _ Z) Rie™dp.
e quindi:
2
1 R 0
1) - 10 = 5 [ L5 o
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Ma: R R
— 2> PV I » B
w2l > ol - sl =R~ =

da cui seque:

5) = 500 < B [ |s(Re) a0

1) = FO) < 1 F(R).

Tenendo fisso z si ha allora:

lim [f(z) — f(0)] = 0.

R—+o00

in quanto, per ipotesi, F(R) & costante. Ne seque dunque che:
f(z)— f(0)=0 VzeC.
che é quanto si voleva provare.

Esercizio 6.2.14. Sia f : D — D wuna funzione analitica e sia
D ={z € C:|z| <1}. Dimostrare che |f"(0)| <2 e che il valore 2
¢ ottimale, cioe non st puo sostituire con uno pit piccolo.

Soluzione 6.2.14. Sia 0 < r < 1, in base alla Formula gener-
alizzata di Cauchy si ha:

2
WWb%ﬁhﬁ?W
e quindi:
[F20)] <~ max 1(;)) 2nr.
da cut, data l’ipotesi sulla f,
100 < S 1fw)l < 5

119



Ne seque che:
2
|f@0)| < inf = =2

0<r<1 72

che ¢ quanto si voleva provare. Se si considera poi la funzione
f(z) = 2* si vede che essa soddisfa le ipotesi del teorema e si ha
f"(0) = 2 e dunque tale valore é ottimale.
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Capitolo 7

Calcolo dei residui

7.1 Applicazione diretta della serie di
Laurent

Esercizio 7.1.1. Trovare il residuo della funzione:

22 +1
fe) ==
m z=0.
Soluzione 7.1.1. Scriviamo:
1
f(Z) =2z 4+ ;

e vediamo che il residuo ¢ 1.

Esercizio 7.1.2. Trovare il residuo della funzione:

23

(z+1)

f(z) =
m z = 0.
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Soluzione 7.1.2. Se scriviamo:

POSSIAMO SCrivere:

che vale per |z| < 1. Allora abbiamo:
f(z) = Z (D)2t =%
n=0
da cui deduciamo che il residuo cercato ¢ 0.
Esercizio 7.1.3. Trovare il residuo della funzione:

sin z

f(z) =

26
m z =0.

Soluzione 7.1.3. Poiché per ogni z € C si ha:

2 2

sinz:z—§+§—ﬁ+-~

abbiamo:
1 1 n 1 z
25 313 5l Tl

1
50"

f(z) =
da cui st vede che il residuo cercato ¢

Esercizio 7.1.4. Trovare il residuo della funzione:

sin z

f(z) =

27

mz=20
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Soluzione 7.1.4. Di nuovo utilizzando:

o 2 5 T
sz-z—g—i-a—ﬁ%—---.
st ha:
1 1 1 1 22

[ =

26 3124 7 Bl2? _ﬁ—i_@
e quindi in questo caso il residuo ¢ 0.

Esercizio 7.1.5. Trovare il residuo della funzione:

ez
1=y
m z=0.

Soluzione 7.1.5. Se 0 < |z| < 1 si puo senza dubbio scrivere:

f(z):1(1+z+,z2+23+‘“) (1—22+Z4+~'~).

z 2! 3!
e quindi:
1 z b
=412 24
f(2) Z+ 5 6z—|—

da cui st vede che il restduo cercato vale 1.

Esercizio 7.1.6. Trovare il residuo della funzione:

m z=0.

Soluzione 7.1.6. Scriviamo:

f)=<—=%

sinz  zsinz

z

e osserviamo che:

e 1 22 28 1 z 2
— = (l4z+S+S 4+ =+ 1+ o+
z z 21 3! z !
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D’altra parte:

z z B 1
sin z Z—g—?—}-g—i—i—--- _g_f+25_‘!1+...'
Se poniamo:
2 4
z z 5
(1—§+§+-~-) (CLO+CL12+CLQZ —l—---)zl.

otteniamo:

aozl

a1:0

1 _

ag—g—o

e quindi:

z

1 z 2 1 1 3
=(Z4+14+= 14+ —22 4. ) =242 4.,
f(2) (z+ —|—2!—|—3!+ )(+3!z+ ) Z+2+

da cui deduciamo che il residuo cercato vale 1.

7.2 Caso delle singolarita di tipo polo
Esercizio 7.2.1. Trovare il residuo della funzione:

22 4+1
A —1

f(z) =

mz=1.

Soluzione 7.2.1. Possiamo riscrivere!

2241 1

U e e R e e}

Nel fare cio teniamo conto che z = +i sono singolarita eliminabili
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Anziché procedere nel solito modo, teniamo conto del fatto che se
2z = zy ¢ un polo di ordine k, vale la formula:

1 dk—l
a_; = lim

I G (O

Nel nostro caso zg =1 e k =1, e quindi abbiamo:

1 1
1 =1 1) =
a1 = lim (2 )(z+1)(z—1) 2
Esercizio 7.2.2. Trovare il residuo della funzione:
1
J(z) = sinh? 2~

m z=0.

Soluzione 7.2.2. E’ facile verificare che z = 0 é un polo di ordine
2 per tale funzione, tenuto conto dello sviluppo di Taylor della
funzione sinh z. Applichiamo allora la formula precedente:

oA [
a_1=1lim—< z"——— .
YT 0 dz sinh? z

e quindi:
~ 2zsinh z — 222 cosh 2
a_; = lim —
z2—0 sinh® 2
e quindi:
. z sinh z — z cosh 2
a_1 = 21lim — — .
z—0 sinh z sinh” 2z
Ma: .
lim — =1.
2—0 sinh 2
e .
sinh z — z cosh 2
m s =0.
2—0 sinh” 2z

Questi limiti possono essere facilmente valutati o mediante ['uso
della regola di De L’Hospital o mediante l'utilizzo degli svilup-
pi in serie delle funzioni sinh z e coshz (Lo studente é viva-
mente incoraggiato a provare quest’ultimo metodo).

Pertanto st ha che a_; = 0.
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7.3 Teorema dei Residui

Esercizio 7.3.1. Clalcolare:
5z —2
/ Ay )
2(z —2)
c

dove C ¢ la circonferenza di centro l'origine e raggio r = 3 percorsa
in senso antiorario.

Soluzione 7.3.1. Le singolarita della funzione sono poli semplict
e sono situate in z =0 e z = 2 e pertanto sono interne alla curva
che costituisce il cammino di integrazione. Si ha:

5z — 2
Res (f) -0 — = lli%Zm = ]_
ed inoltre:
5z — 2
Res (f)._, = l:rr%(z — Q)M =4.
Pertanto:

/;Z:;dz =2mi{Res (f),_, + Res (f)._,} = 2mi (5) = 10mi.
C

Esercizio 7.3.2. Calcolare:

/ coszl))lz D
z

c
Soluzione 7.3.2. Poiché:
hae 1 22 Z4 ZQn
e T TR G TR
per ogni z € C st ha:
£(2) coshz 1 N 1 LA Z?n=3 N
5) — T R AT ..
23 23 2z 4l (2n)!



e quindi z = 0 & l'unica singolarita al finito della funzione e si ha:

Res(f)eo =

Quindi:

h 1
/ cos Zdz = 27m'§ = 1.

23
C
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Capitolo 8

Applicazioni del Teorema dei
Residui

8.1 Calcolo di integrali definiti reali

Ci occuperemo di integrali del tipo:

2

/ f (cos,sin0)do (8.1)

0

facendo vedere come essi possano essere ricondotti a integrali nel
piano complesso che successivamente possono essere determinati
col Teorema dei Residui. Consideriamo la circonferenza unitaria
C in C. Se z € C, possiamo scrivere:

z=¢" 0<6<2r.

e quindi:

dz = i df = izdb.

da cul otteniamo:

o= - %

(74 z
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D’altra parte:

_ ei9+e—’i9 o Z+Z_1 o 252-‘1-1
cosf = 5 =2 — =2
. im0 2
sinf = S—— = 5

e quindi (8.1) puo essere riscritto come un integrale di linea (lungo
la circonferenza unitaria) nel piano C.
Esercizio 8.1.1. Calcolare:

27

/ db
I=/ ——.
24 — 8 cos b

0

Soluzione 8.1.1. Tenuto conto della premessa, abbiamo:

[——z‘/dz
a J z[24-85H])

ovvero:
1 / dz
[=— ) — .
4 ) (2—-62+1)
c

Le singolarita della funzione integranda sono costituite dagli zert
del denominatore. Essi sono:

21:3+2\/§
22:3—2\/5

Di essi, solo z9 € interno al cerchio unitario e quindi ci inter-
essa calcolare solo il residuo in zo. Dopo avere scritto:

P —6z+1=(2—2)(2—2).

avremo:

Resf(2)s=s, = Zh_{EQ (2= 2) (z—21) (2 — 29) B (20 — 21) N _4\/5'
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Ne seque che:

)

/ I S
J @6t e a2
e quindi:
r=-"_
8v/2
8.2 Calcolo di Integrali impropri reali

8.2.1 Singolarita di tipo polo non reali

Esercizio 8.2.1. E’ ben noto dall’Analist Reale che:

Dimostrare questo risultato per mezzo dell’integrazione nel ptano
complesso.

Soluzione 8.2.1. Consideriamo, nel ptano complesso, la curva
costituita daC = ¢y + cy. Per il Teorema dei Residui si ha che:

/ZZileZ = 27riZResf(z).

c

dove f(z) ¢ la funzione integranda e i residui che si considerano
sono quelli relativi alle singolarita contenute nell’interno di C. Le
singolarita di f(z) sono solo z = +i e di queste ci interessa solo

z=1 . Si ha che:
Resf(z),=; = lim (z — 7) S
=L T+ (r—d) 20
e quindi:

1 !
mdz :27TZ277; = T.
C

131



Osserviamo ora che:

1 1 1
dz= | ——d —dz.
/22—1-12 /z2+1 Z+/z2+1z

C C1 c2

Se dimostriamo che:

lim dz = 0.
R—+oo | 22+ 1
2

“+00

Avremo:
= lim dz = lim dz:/
R—too | 2241 Rt | 2241
C c1 —00
Ma:
2P =2+ 1—1] <[22+ 1]+ 1.
e quindi:

2P —1 < 2% +1].
Se |z| = R si ha pertanto:
|22 +1] > R - 1.

e quindi:
1 < 1
|22+1] — R?—1

purcheé si sia scelto R > 1. Ricordando che:

[ 1)) < maxir) L)

dove L(v) denota la lunghezza della curva vy, si ha:

1 1
< .
/z2+1dz Sp_h

c2
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e quindi € vero che:

da cui la test.

Figura 8.1: Il cammino di integrazione

Esercizio 8.2.2. Calcolare:

“+00

1
dx.
/xﬁ—i—lx

0

Soluzione 8.2.2. Consideriamo:

1
dz.
/26+1 -

C

essendo C la curva dell’esercizio precedente. Le singolarita della
funzione integranda sono date dalle soluzioni di z° +1 =0 e sono
pertanto:

2 2
zk:cosL(Slm—i-isinw k=0---5.
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e dunque:

Zg = €6
3y
Z1 — €6
Bus;
Z9 — €6
iy
o7y
24:66
Limg

\

e sono poli semplici. Di esse, solo le prime tre si trovano nel-
Uinterno della curva C (per R abbastanza grande) e percio siamo
interessati solo al calcolo dei residui ad esse relativi. St ha:

. . _ 57,
Resf(2)s=s = Jim (2 = 20) oy = lim g5 = g™
. . _5m,;
Resf(2):=ey = lim (z = 21) 7 = lim 555 = G
. . _ 25w,
Resf(2)emsy = lim (2= 25) ol = lim gy = g o™

dove nell’ultimo passaggio del calcolo di ciascun limite si e fatto uso

della Regola di De L’Hospital. Allora:

1 A1 sxy 1 sxp 1 25k, 21
6+1dz:27r7, 66 6 +66 2 —l—ée 6 =
z

c
1 1 1
dz= | ——d ——dz.
/26+1Z /26+1Z+/z6+12
c

c1 Cc2

e quindi, come nell’esercizio precedente, se dimostriamo che:

dz =0.

lim ,
R—+too | 2641
c2

avremo che:




da cut sequira che:
+0o0o

1 2
/ dx:I.
204+ 1 3

—0o0

e quindi l'integrale richiesto vale /3. Dimostriamo dunque che:

li - dz = 0.
A e
Cc2

Per fare cio si procede esattamente come nell’esercizio prece-
dente:
|2°+1] > R° — 1.

da cui:

1 1
< .
/zﬁ+1dz w1

Cc2

1
lim /
R—o0 2041

Cc2

e quindi:

dz| = 0.

Esercizio 8.2.3. Calcolare:
+o0o

132
/ 5 5 dx.
(22 +1)" (22 4 22 + 2)

—00

Soluzione 8.2.3. Consideriamo:

2
/ 5 dz.
/ (22+1)" (224 22+ 2)

dove la curva C e quella degli esercizi precedenti. Le singolarita
della funzione integranda sono:

Zozi
le—i
22:—1+i
232—1—i
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Di queste, quando R é sufficientemente grande, solo zy e zo si
trovano nell’interno della curva considerata. FEsse sono poli e di
questi zg € doppio mentre zy € un polo semplice. Abbiamo quindi:

z

A : -
Resf<z>z=zo—1;3dz{<z 2 <22+1>2<22+22+2>}_

ZEE%dz{(Z_“Q (z+i)2(2—;z(22+22+2)}_

_z—>id2{(2+i)2(22+22+2)}:
:{2i[(i+i)(—1+2i+2)]—|—[2(—1+2i+2)+(i+i)(2i—i—2)]}
(i +4)° (=1 +2i 4 2)°
:{—4(1+2i)+[2+4i—4+4i]}: —12+9i

—8i (—3 + 4i) 100
Inoltre:
52
Resf(z),—r, = lim (2+1—1 )
f(#)s=ss Z—>—1+i( )(z2+1)2(z+1—i)(z+1+i)

da cui:

. 22 3— 41

lim 5 — = .

o=l (224 1) (2 4+ 1414) 25

e quindi:

/ 22 ds — 9mi (3 — 4y n —12 —1—91') 7
= 2T = —_—.
J (22412 (22422+2) 25 100 50

Come al solito scriviamo:

22 J—
cf (22412 (z242242) dz =

Z2 Z2
:c{ (22+41)%(22+22+2) dz +c{ (22+1)2 (22+22+2) dz
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e dimostriamo che:

2

lim - dz = 0.
R—too | (224 1)7 (22422 +2)

St ha:

22 ' B R? 1

(22 +1)° (2 +2:+2)|  |(22+ 17|12+ 22 +2)]
ed tnoltre:
|2 +1] > R* - 1.

come pure:

(> +22+2)| > R*—2R - 2.
e dunque:

22 R?
/ 2 dz| < 5 TR.
(2241)" (22 +22+2) (R?—-1)"(R?*—-2R—2)

Cc2

da cui la test cercata. Pertanto:

) 2? T
lim

dz = —.
R—too | (22 +1)% (22 + 224 2) 50

C1

e quindi:
+00

x> m
/ 5 dr = —.
(2 4+1)" (22422 +2) 50

—0o0

8.2.2 Singolarita di tipo polo reali

Esercizio 8.2.4. Calcolare:

+oo

/ dx
3+ 1

0
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Soluzione 8.2.4. Non si puo utilizzare la curva C degli esercizi
precedenti perchée una delle singolarita della funzione inte-
granda si trova su tale curva: si tratta del punto z = —1.
Utilizziamo allora: la curva C = C, U Cy U C5. dowve:

27
w=e3"

1

rappresenta la radice primitiva dell’unita.” Osserviamo che le

singolarita sono:

zZp — €3
37
z1=e3"'=~—1
L)
22263

Osserviamo che di queste solo zg € contenuta nell’interno della cur-
va della figura fig 8.2 e che tale singolarita puo essere espressa
mediante w. Infatti:

ed tnoltre:
zg’ =—wl=-1
Allora:
: 1 ) 1 1 1
Resf(z)s=z = i (2 = 20) oy = I 25 =355 = 50
e quindi:
/ dz B 211
24+1 3w’
C
Ma:
/dz_/dz+/dz+/dz
B4+1 ) B+1 23 +1 241
C c1 (&) c3
e quindi:
R R
/ dt +/ dz n / dt 271
- . —w [ — = .
341 2 +1 tB34+1 3w
0 c2 0

!Tale radice genera il gruppo ciclico di ordine 3 costituito dalle radici terze
dell’unita
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oOVVero:
R

(1 )/ dt +/ dz 271
— W — _— = —,
B3 4+1 24+1 3w

0 Cc2

Osserviamo allora che:

/dz < 1 2nR
B+1] " R*—1 3 °

Cc2

e pertanto:

e dunque:

Allora, dal fatto che:

R
. dt dz
lim (1-w) —_
R—+400 3+ 1 2341
0

Cc2

e dal limate precedente, si deduce che:

e 2
lim l—w/ t m
0

R—+c0 B+1

e quindi:
+oo

/ dt B 211 B 21
#+1 3w(l-w) 33

0

139

B 271

_3—w.



wR

Figura 8.2: w e la radice primitiva dell’unita.

8.2.3 Integrali di Fourier

Ci occuperemo di integrali del tipo:

+oo

/f(:v)cosmxdx. (8.2)
0 .

/f(a:)sinmxdx. (8.3)

che verranno ottenuti considerando l'integrale:

/ F(2)emdz,
C

nel piano complesso, dove C € un opportuno cammino di inte-
grazione. Una volta noto questo integrale, (8.2) o (8.3) si otter-
ranno da esso prendendone la parte reale o immaginaria.
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Esercizio 8.2.5. Sia f(z) una funzione analitica sulla curva
v(R) del piano complesso parametrizzata da:

z=Re? 0<0< .

essendo R un numero reale positivo arbitrario ma fissato.
Supponiamo che esistano due costanti reali positive M e k tali per

cut: Y
@S oy

per ogni z € y(R). Dimostrare che se m é un qualsiasi numero
positivo fissato si ha:

REI_{IOO e f(z)dz = 0.

Y(R)

Soluzione 8.2.5. Si ha che:

s

/ e f(2)dz = / eimRe’? f (Rew)RiewdQ.

v(R) 0
e dunque:
/ ™" [ (Re™) Riedf)| < / ™R f (Re™) Rie®|df.
0 0
da cui:

/ 6imRewf (Rezﬂ) Ri@ie do = / }eimRCOSG—mRsinaf (Rei9> Rze’e}dQ —
0 0

— / }eichose}e—mRsine ’f (Rei9> ’ R |Z‘ }ezﬂ’ do =
0
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™

— /e—mRsinﬁR ‘f (ReiG) do S R]]\C{l /6—mRsin9d‘9'
0 0

Ma
T w/2
/e—mRsingde -9 / 6_MRSin6d9.
0 0
e siccome >
O§9§E=>sin92—.
2 T
avremo:
w/2 w/2
2 / e~mRsndgg < 9 / e MR 44,
0 0
da cui:
Mo N M
—mRsin 6 —-mR2¢ _ Q —mR
Rk_l/e dQSRk_l/e wdQ—mRk(l—e )
0 0
e siccome:

.M m
ggr;omRk (1—6 R) =0.

st ha la test.

Nota 8.2.1. Dimostriamo che:

0§0§z=>sin922—0.
2 T

Perf =0 060 =m/2 essa ¢ banalmente vera. Supponiamo dunque
0 <0 < % e consideriamo, in tale intervallo, la funzione

sin 6

FO) =

2Vedi nota alla fine dell’esercizio.
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st ha:
B 6 cosf —sind

f/ (9) - 02
e quindi, nell’intervallo considerato si ha:

f(0) <0< fcosf —sinfh < 0.

e quindi:
fcost —sinf <0< 0 <tgh. (8.4)
Posto:
9(0) =0
h(6) = tgb
st ha:
g(#) =1
W(0) = =g
e dunque:
/ < B ™
J(0) < 1'(0) V0 € (o, 2)
Allora:
0 0
/g’(t)dt < /h/(t)dt Vo € <0,E)
0 0
e quindi:
s
9(6) = 9(0) < h(0) = h(0) 0 € (0.7
da cui:

T
< — .
0 <190 Vo c (o, 2)
In virtd della (8.4) cio prova la tes.

Nota 8.2.2. FEsiste anche un modo geometrico per dimostrare la
precedente disuguaglianza. FEsso € basato sul fatto che nell’intervallo
[0,7/2] la funzione f(x) = sin(x) é concava. Si osservi il grafico
riportato:
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f(x)=sin(x)

of 05 1 15 2 25 3

Figura 8.3: Poiche la funzione sin(z) nell'intervallo [0,7/2] &
concava si ottiene subito la disuguaglianza

Esercizio 8.2.6. Calcolare:
+0o0

cos

/mdx m>0.
241

0

Soluzione 8.2.6. Consideriamo la funzione:

6imz
f(z) = 2241
e lintegrale: '
/ ¢ dz.
22 +1
c

dove C ¢ lo stesso contorno semicircolare degli esercizi precedenti.
Le singolarita di f(z) sono poli semplici dati da:

Zozi
le—i

e solo zy e contenuto nell’interno della curva. Si ha:

6imz ez’mz e~ m
Re s = i — =1 ~ = —.
$f(2) 2=z ZLTIZlO (z — 20) G —2) (2 —21) lim GCTi) 5
e quindi: '
eimz e m .
/22—|—1dz = 27”/277; = Te .

C
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Quindi:

6imz 6imz eimz
dz= | ——d —dz.
/22+1Z /22+1Z+/22+1Z
C c1 c2

e cloe:

R )
62mz ezmz
dz+ | ———dz =me™ ™.
/ 2241 / 2241
—R co
da cui:
R R
cosmx sin mx vmz
dz+i d dz =me ™

/ 241 / x?+1 + / 22 +1 m
—R —R [

Se poniamo:

(z) sin mx
r)=——7°.
g x2+1

¢ immediato verificare che g(x) € una funzione dispari e quindi

R .
sin mx
1 dx = 0.
/ 2+ 1
-R
D’altra parte, se poniamo:
cos mx
h(z) = .
@)=

¢ immediato verificare che h(x) é una funzione pari e quindi:

R R
/cosmxdx :2/ cosmxdx'
2 +1 2 +1
-R 0
Allora:
R )
COS T e i
2/ x2+1dx+/z2+1dz:7re )
0 )
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Siccome poi:

1 < 1 < 1 _
22417 R?—-17 R?—R?/2 R?
per l'esercizio 8.2.5 si ha che:

eimz
lim ———dz = 0.
R—oo | 2241
c2

e quindi:

da cui:

Esercizio 8.2.7. Calcolare:

“+oo

sin x
dz.
T

0

Soluzione 8.2.7. Si vorrebbe utilizzare ["integrale:

62‘7;
—dz.
z
C

2
. R>V2

ma il contorno di integrazione C non puo essere lo stesso
di prima perche su tale contorno c¢’¢ la singolarita z = 0 del-
la funzione integranda. Utilizzeremo invece il contorno C indicato
nella figura 8.4. Fsso non contiene singolarita e percio:

/6dz:().
z
c
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e quindi:

/e—dz+/e—dz+/e—dz+/e—dz:0.
z z z z
c1 c2 c3 Cq

e dunque:

R . i —€ .
‘/6Mﬁ/6Mﬁ/em+/ew:0
A ya X z
£ co —R cq

Mediante il cambiamento di variabile x = —y si ha:
- R )
67,117 6—7,117
/ —dr = — / dx.
x x
-R €
e quindi:
R —£ R , R
ezx ezx ezx _ 6—ZI SiIl T
/d:ﬂ+/da::/dx:2i/ dx.
x x x x
5 —R 5 €
e dunque:

R

Qi/S1nxdx+/e—dz+/e—dz:0.
T z z
[ c4

£

In base all’esercizio 8.2.5 si ha che:
lim [ Sdz=0.
R—+o00 z
cq

Poniamo ora:
z=ce 0<0<m.

Si ha:

0

, e 0
et? ezsel 0 e
—dz = —ciedfd =i | ¢ db.

i6
z ge
™

cq T
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Consideriamo ora:
0

lim i [ e’ dp
e—0T '
T

e ricordiamo il sequente:

Teorema 8.2.1. Se:
f e d] x la,b] — C
(€,0) — f(c,0)
una funzione continua. Allora:
F:led —C
e — F(e)

F(s):/f(g,Q)dH

¢ una funzione continua e quindi:

E—EQ E—EQ

limF(a):F(go):/f(ao,e)cw:/limf(a,@)d@.

Nel nostro caso si ha dunque:

0

0
li ; icet? [ li icet? 0 = :
im2e [ e df =1 im e*° df = —im.
e—0t e—0t

™ T

St ha quindi:

R
. [ sinz )
lim 2¢ dxr = mi.
R—+o00 xX
€—>0+ €
e dunque:
“+oc0
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Figura 8.4: Il contorno di integrazione per evitare la singolarita
nell’origine

8.3 Sommazione di serie

La Teoria dei Residui permette di ottenere il valore di molte
serie convergenti. Occorre preliminarmente il seguente:

Teorema 8.3.1. Sia 0Qy il bordo del quadrato di vertici A(N),B(N),
C(N), D(N) dove:

A(N) = (\ M)

B(N) = (= i)

C(N) = (=X, =)

D(N) = (X, —\i)
A=AN)=N+1 NeN

Allora, esiste una costante reale positiva « tale che per ogni z €

009N si ha:

lcot mz| < a.

Dimostrazione. Ricordiamo che:

COSTZ ez 4 et
cotmz = — = 1— -
SIN T2 eimE — eIz
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e quindi:

eiwa:fﬂy+efi7ra:+7ry ezwz—‘rry|+‘e—z7rz+7ry|

elmT—TY _p—inxz+TYy | — ‘eiﬂszy_efiﬂz+7ry‘ —

|cot mz| =

eiwz—wy‘+|e—i7rz+7ry‘ e~ TY LTy
— Heiwa:fﬂy‘_'efiﬂz«kﬂyu - ‘efﬂy_ewyr

Distinguiamo ora vari casi:
o y>1/2.
o y< —1/2.
o —1/2<y<1/2.

Nel primo di essi si ha:

e +e™ ¥ 41
lcot mz| < = :
e —e ™ e — 1

e siccome y — e~2™ avremo che,in particolare, per tutti i punti del
bordo del quadrato per i quali y > 1/2 si ha che:

1+e™™
cotmz| < —m =y > 0. 8.5
ot m2] < T = (85
Nel secondo di essi si ha:
e +e™ e 4e™  14e ™ 1+4e ™
|cot mz| < = = < =qa; > 0.
le=m —em|  eT™ —e™ 1 —e 2 T ] —e 7

in particolare, per tutti i punti del bordo del quadrato per i quali
y < —1/2. Nel terzo caso procediamo cosi: Se

1
z:N+§+iy.

allora:

|cot mz| = }co‘mr (N+ 5 +Zy)’ = }Cot (g —i—z'7ry)’ =

= [tanh y| < |tanh (5)] = a2 > 0.
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Se z=—N — % + iy allora:
lcot 2| = |cotm (=N — § +iy)| = |cot (=3 + imy)]
= [tanh7y| < |tanh (3)| = a2 > 0

e quindi, per ogni z € 9Qy, si ha:

|cot mz| < max{ay, as} = a.

]
1 N+Y(1 40
(N+5)(-1+1) (N+3)(1+0)
1|y \

S(N+z)+z | U ' eSS
Pyl B 5 B PP
| Q i
1. 1] ¢ 1. ] 1.1
-(N+3)-13 ‘ 3 I [(N+3)-5
1 i B i it i 1 .
(N+2)(-1-0) (N+3)(1-0)

Figura 8.5: Il contorno azzurro corrisponde al primo caso, il con-
torno porpora al secondo, i segmenti in rosso al terzo. La circon-
ferenza tratteggiata e quella di raggio N e quindi tutti i punti di
0Qy hanno modulo maggiore di N.

Ci occorre anche il seguente altro:
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Teorema 8.3.2. Sia f(z) una funzione tale che sul contorno 0Qy
del teorema precedente sia tale per cui esistono due costanti M > 0
e k> 1 tali che:

M

Supponiamo inoltre che f abbia soltanto un numero finito di pols
e che nessuno di essi coincida con un intero. Allora:

Z f(n)=—= Z Res {f(z) cot (WZ)}Z:p,

peP

dove P ¢ linsieme dei poli di f(z).
Dimostrazione. Poiche f ha solo un numero finito di poli si puo
scegliere un valore di N tale che il quadrato Quy li contenga tutti.
Sia:

g(z) =7f (2) cot (mz).
e sia P, l'insieme dei poli della funzione g. Per il Teorema dei
Residui ? Si ha:

/ f(z)mcot (rz) dz = 2mi Z Res [g(2)].—,

o pEPy
oy pEQN

Ne segue allora che:

< [ |f (z)mcot (mz)|dz <
QN

)weot (mz) dz

< %7‘(‘0&8 (N+%) = %.

Infatti, se L (0Qy) denota il perimetro del quadrato Qy, si ha:

/f Ymeot (rz)dz| < sup |f(2)|7 sup |cot (7z)| L (0QN) -

2€E0ON 2€E00N

Inoltre ¢ noto che:

3Si considera di percorrere il 9Qn in senso antiorario.
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L(0Qy)=8N + 4.

e Per ogni z € 99y si ha |z| > N.

Per I'ipotesi su f si ha sup lf(2)] < < 2% avendo tenuto

2€0Q
conto anche del punto precedente

k
=l

e sup [cot(mz)| < « per il teorema precedente.
ZzEAQN
Pertanto:
: . maM (8N +4)
< = 0.
NEIEOO /f(z)ﬂcot (rz)dz| < NEIEOO NE 0
essendo, per ipotesi,k > 1. Allora:
NETOO Z Res [g _, =0
peEDy
PEQN
Ma:
> Res[g(z)l..,= Y_ Res[g(z)]._,+ > Res[g(2)],_,
pEP, ne’ pEP;
PEQN In|<N

avendo denotato con Py l'insieme dei poli di f ed avendo osservato
che tutti e soli i restanti poli di g sono quelli di cotmz che
sono appunto situati negli interi. Siccome stiamo supponendo che
f abbia solo un numero finito di poli, possiamo chiamare:

Z Res[g(2)],_, =S € C.

pEP;
e quindi:
Jim ZZ Res [g(2)],_, +8 ¢ =0 (8.6)
[p| <N
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Poiche i poli di cot 7z sono semplici, si ha che:

Res [9(2)]. e, = lim (= — ) f(2) cot mz =

(z2=n)

sinmz

= lim f(z)cosmz

zZ—n

e osservando che:

lim A (2) = f (n) mcos (mn).

zZ—n

mentre:

lim (Z —n) = 1 .
z—n sinmwz mcos (mn)
si avra:
— 1
lim (jm Wz)f (2) weos (mz) = f(n) wcos (mn) e f(n).
Allora:
N
> Res[g(=).oy = Y f(n)
nez ne=—N
In|<N

e dunque:

Esercizio 8.3.1. Determinare la somma della serie:

+oo 1
2 ara

essendo a un numero reale positivo.
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Soluzione 8.3.1. Sia:

1
22 4+a?’

f(z) =

si ha che essa ha due poli semplici che sono z = +ia. Avremo

poi che:

( ) meotmz
Z2) = —-.
g 22 + a?

Ne seque che:

mecotmz
Re . = l 9 _— =
$19(2)],mio = lim (2 — ia) — e
. . mecot e 7 cot ia T
= lim (z —ia) , — = —— = ——cotha.
2—ia (z 4+ ia)(z —ia) 2ia 2a
e analogamente:
wecotmz
R = N aq) ———— —
39y = Jim (o i0) T
t t(—1
= lim (z+ia) rermE 70 ( ia) = — " cotha
2——ia (z+ia)(z —ia) —2ia 2a
Quindi:
T
S = ——cotha.
a
e dunque:
+0oo 1

S 5 Teotha
n? + a? a

Esercizio 8.3.2. Calcolare:

+oo 1

essendo a un numero reale positivo.

155



Soluzione 8.3.2. Possiamo scrivere:

“+00 -1 “+00
1 1
Z m2 L A2 Z o2 2 +Z 2 2"
n“+a 2+a a ns+a
n=—oo n=—oo n=1
e siccome:

—+o00

-1
Zn2+a2_ :Z: +a2

n=1 —

per ragioni di parita, si ha che:

2 f Lo T o
— = —cotha.
— n2+a? a®> a
e quindi:
+o0
1 s 1
- tha — —
2_; n2+a2 2a cotia 2a2°

Nota 8.3.1. Supponiamo che f verifichi tutte le ipotest del teo-
rema 8.3.2 tranne per il fatto di avere un polo di ordine h in
z = 0. Supponiamo inoltre che f, ristretta all’asse reale, sia una
funzione pari. Non é difficile provare che, in questo caso, vale il
sequente risultato:

> () = ~3Res (9(2)).o.-

essendo come prima:

g(z) =7f(z)cotmz
che pero, a differenza di prima non ha in z = 0 un polo semplice
ma un polo di ordine h + 1.
Esercizio 8.3.3. Determinare il valore di:

+<>o1

((2)= 2

n=1
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Soluzione 8.3.3. Sia: 1

22’

f(z) =

bastera allora determinare il residuo in z = 0 dove c’e un polo di
ordine 3. Il modo piu conveniente per farlo e il sequente:

7'(222
1 cosmz 1 (1_T+O(24)>

9(2) = 7TZQ sinmz Wﬁ (7?2 - ”Z‘fS + O (25)) '
e dunque:
1 <1 ~ "5+ 0 (24))
SR ST}
Sia: )
k(z) = 7r3,!z +0(2").

Osserviamo che, se |z|é sufficientemente piccolo, si ha |k(z)| < 1.
Allora:

_ 1 _ 1
h(z) = (1_,rz;!zz+o(z4)> — 1k}
=1+k(2)+k )+ =1+k(z)+0 (K (2)).
e quindi:
7222 A
hz) =1+ — +0(z").
Ne seque che:
1 222 4 222 4
g(z):; (1— 5 +O(z )) (1+ i +O(z ))
da cui: . )
Tz
= (1- o (*
o= 5 (1-T 0 )
e quindi:
1 2
9(z) P i O (2)



Allora:

WQ

Res (9(2)),—o = T3

e dunque:
o0 1 +o00 ﬂ_g
=Y =Y fm="-
n=1 n=1

Nota 8.3.2. Procedendo come nel caso del teorema 8.3.2, si di-
mostra il sequente:

Teorema 8.3.3. Sia f(z) una funzione tale che sul contorno 0Qy
del teorema precedente sia tale per cui esistono due costanti M > 0
e k> 1 tali che:

fel< X
B

Supponiamo inoltre f abbia soltanto un numero finito di poli e che
nessuno di essi coincida con un intero. Allora:

Z (=1)"f(n) = —WZRGS {f(z)escmz},

dove P ¢ l'insieme dei poli di f(z).

Esercizio 8.3.4. Determinare la somma della serie:

R 1
Sy
2 Y

essendo a un numero reale positivo non intero.

Soluzione 8.3.4. Sia:

1
z) = .
fz) (z+a)
Abbiamo che f ha un unico polo doppio in z = —a. Si ha quindi:

Res {f(z)esemz}._, — lim {(z +a)? ffff;z} _



. d 1 . —CcosSTZ —T COSTa
= lim — < — =lm{{————/ =—5—"
z——adz | sinmz z——a | sin”mz sin“ a

e dunque:

f (—1) 1 _ mcosma
S~ (n+a)? sin’ma

Esercizio 8.3.5. Determinare la somma della serie:

“+00

Sy

n=1

Soluzione 8.3.5. Si puo ricorrere a una variante dell’ultimo
teorema enunciato, ma in questo, come in altri casi, si puo an-
che fare uso di metodi del tutto elementari anche se ingegnosi: Per
esempio, Sia:

+o0
1 1 1 1 1
n+1 1 = - = L
2T LSty gt TS
e sia:
+o00 2
1 1 1 1 1 T
=14+ = _ _ .. =8"=
n:1n2 +22+32+42+52 6

Allora si puo osservare che:

1 1 1 1 1 1 1 1

e dunque:

S = 1+1+1+1+1 1+1+1+1
- 22 1 32 42 ' K2 2 8 18 32 '

cioe:



1+1+i+ _ ! 1+ 4+ -+ — = —
2 8 1 2 49 16 27

e quindi:

S/ S/ 2
S=9-—=—-—=—
2 2 12
Pertanto:
= 1 s
_pyntt = 0
nz_;( ) n? 12

Se si vuole procedere invece utilizzando la Teoria dei
Residui si ha:

Soluzione 8.3.6.

+o0o
a1
Z (—1) =T Z Res {f(z)cscmz}, _,.
o pepb

dove: f(z) = %. Bisogna quindi valutare:

1
Res {—2 CSsc wz} .
z z=0

Posto: 1
9(z) = 22sinmz

st ha:

( ) 1 1 1 1

Z) = —> 3, - — 3 2,2 :

TR e 0) P (1- 5+ 0(:)
Se: -
k(z) = ”312 +O(Y.

allora, per |z| sufficientemente piccolo, sard |k(2)| <1 e quindi:

1 w222

h(z) = 1=k =1+k(2)+0 (K (2)) =1+ i +0(2Y).
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e dunque:

Allora:

Pertanto:

e quindi:

da cui:

+o0 2
1
> 0=y
£ n 3!
N0
-1 1 +o0
n—z_:oo(_l)n”Q + ;(—1)7177/2
+o0o 2
1 T
2N (1= = -
>yl
— n? 12
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Capitolo 9

Proprieta delle funzioni analitiche

9.1 Teorema di Unicita

Esercizio 9.1.1. Sia:
“+oc0
f(z) = Z anz".
n=0

E’ possibile che si abbia:

1 1 1
f(—) :—Q:f(——) Vn € N?
n n n
Soluzione 9.1.1. Siccome f e analitica, essa ¢ in particolare

continua e quindi avremo che:

n—oo n—oo 1

f(0) = lim f (i) = lim % = 0.

Osserviamo allora che la funzione f e la funzione: g(z) = 2°.

cotncidono sull’insieme:
1
A= {z:—,nEZ—{O}}.
n
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che ha come punto di accumulazione z = 0. Per il Teore-
ma di Unicita, esse sono la stessa funzione. Quindi la risposta é
affermativa e si ha:

a, =0seneN-—{2}
CL2:1

Esercizio 9.1.2. Sia:
“+oc0
f(z) = Z anz".
n=0

E’ possibile che si abbia:

f(l)::%;z (—1) Vn € N?
n n n

Soluzione 9.1.2. Procedendo come prima troviamo che f e la
funzione g = 2* coincidono sull’insieme:

A:{z:imeN—{M}.

e quindi deve essere f(z) = 23. Tuttavia questo impedisce il ver-

ificarsi della condizione f (—%) = n—lg, e quindi una tale funzione

analitica non esiste.

Esercizio 9.1.3. Siano f(z)e g(2) due funzioni analitiche definite
su un aperto €2 connesso e nessuna delle due sia la funzione iden-
ticamente nulla. Dimostrare che il loro prodotto f(z)g(z) non
puo essere la funzione identicamente nulla.

Soluzione 9.1.3. Siccome f(z) é analitica essa é, in particolare,
continua Allora, si ha che l'insieme:

f0)={z€9Q: f(z) =0}

¢ chiuso in ) e non coitncide con esso, poiche per ipotesi f non
é tdenticamente nulla su Q). Allora:

U=Q-f1(0).
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¢ aperto e pertanto si dovra avere che per ogni z € U , g(z) = 0.
Dunque, per il Teorema di Unicita, dovra essere g(z) = 0 in
tutto €2 e cio € contro l'ipotesi.

Nota 9.1.1. L%potesi che €2 sia connesso ¢ fondamentale. Si
consideri infatti:

Q={ze€C:lz]<1}Uu{zeC:|z-3| <1}
che é un aperto non connesso. Bastera definire:

A={zeC:|z| <1}

B={zeC:|z—-3| <1}
e porre:
1l seze A
f(z)_{OsezeB

(2) = 0sezc A
95 =Y 1se2eB

per avere che f(2)g(z) = 0 per ogni z € €, senza che f e g siano
tdenticamente nulle.

Esercizio 9.1.4. Sia f una funzione intera tale per cui:

{ flz+1) = f(2)
f(z+V2) = f(2)

per ogni z € C. Dimostrare che f e costante.
Soluzione 9.1.4. Dalle ipotesi su f ¢ facile dedurre che:
fz+m+nv2) = f(z)

per ogni m,n € Z. Osserviamo che se valgono le due condizioni
dell’ipotesi allora st ha anche:



per ogni z € C. Infatti, per quanto riguarda la prima di esse, si ha:

fR)=flz=1+1)=f(E+1)=f(Z) = fz-1).

e analogamente per la seconda. Allora, utilizzando anche ['in-
duzione, si ha

F(zmenv2) = (2 +nv2) = f () = f (2 +m) = f(2)
In particolare, se poniamo z = 0 si ha:
f(m+nv2) = 1(0).
Consideriamo ora il sottoinsieme di C:

A:{m—l—nﬂER:m,nGZ}

e osserviamo che, ad esempio, il punto z = 0 é un suo pun-
to di accumulazione. Per dimostrare questa affermazione oc-
corre tenere presente il sequente risultato classico di Teoria dei
Numeri: “ Per ogni n € N esiste un m € N tale che

m 1
o
n n?
ed inoltre n ed m sono relativamente primzi.” Avremo allora:

1
‘n\@ — nm’ < n—.
n n

e quindi:
1
)n\@ +m'| < —.
n
dove m' = —m. Allora, siccome:
1
Ve >03dn(e): — <e.
n
avremo che:
‘n\@ +m'| <e.
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e questo prova che 0 ¢ un punto di accumulazione per A. Si
consideri ora:

9(z) = f(z) = f(0).
che e ovviamente una funzione intera. Si ha che:

g(m +nv2) = f(m+nv2) — f(0) = 0.

Allora g(z) é una funzione analitica che si annulla su un in-
sieme avente almeno un punto di accumulazione. Per il
Teorema di Unicita avremo che tale funzione é nulla. Quindi:

9(z) = f(z) = f(0) = 0.
per ogni z € C e dunque f(z) = f(0) per ogni z € C.
Esercizio 9.1.5. Sia f una funzione intera tale che:
1. f(R) =R.
2. f(iR) =1R.
Dimostrare che:
1. I coefficienti dello sviluppo di Maclaurin sono tutti reali.
2. I coefficienti di indice pari sono nulli.

Soluzione 9.1.5. Siccome [ é intera si ha:

+o0
f(z) = Zanz” vz e C.
n=0

Sita z =z € R. Dall"ipotesi seque che:

e poiche:



avremo:
a, = a, vn € N.

Questo prova la prima test. Sia ora z =iy cony € R. Dall’ipotesi
st ha:

+00
fliy) = api™y" € iR.
n=0
Ma:
00 400
fliy) =Y ani™y" + > api"y" € iR.
B b
e siccome:

+o0
Z ait"y" € R.
n=0
2|n

deve essere:
“+oc0

Z ait"y" =0 Yy € R.

n=0

2|n
Sia allora:

g(z) = Z by 2".
n=0

dove:
a, se 4n
b, =< —apse2ln Ndt n
0 se2fn

Si ha che g(z) = 0 per ogni z € C e quindi, dal Teorema di Unicita,
seque che deve essere a, =0 per ogni n pari.

Esercizio 9.1.6. Utilizzando il Teorema di Unicita dimostrare che:
sin® z +cos?z = 1.

per ogni z € C.

168



Soluzione 9.1.6. Si consideri la funzione:
f(z) =sin® 2 + cos® z — 1.

Essa ¢ una funzione intera in quanto lo sono sinz e cosz. Os-
serviamo allora che se z € R si ha f(z) = 0. Per il Teorema di
Unicita si dovra avere che f(z) =0 per ogni € C.

Esercizio 9.1.7. (Importante) Sia:
B(0,1)={z€C:|z| <1}.

E’ possibile trovare una funzione analitica non identicamente
nulla in B(0,1) dotata di infiniti zeri?

Soluzione 9.1.7. Si consideri:

ﬂ@:wm(z+1).

z—1

Poiche: 1

z
¢ analitica in B(0,1) e poiché la funzione sin z ¢é intera, si ha che
f € analitica in B(0,1). La funzione f si annulla se e solo se:

z4+1
= nT.
z—1
e quindi nei punti:
nmw+1
P n € 7.
nm—1

Sen <0 tali punti appartengono a B(0,1). Si noti che questo fatto
non é in contraddizione col Teorema di Unicita perche:

1
””*1:1¢Bmgy

lim
n——co0 NI —

Esercizio 9.1.8. Sia f una funzione intera tale per cui:
f(n) =0 ¥neN.
E’ vero che f(z) = 0Vz € C?

169



Soluzione 9.1.8. In generale la risposta ¢ negativa, basta infatti
considerare:

f(z) =(z—1)sinmz.

Si ha ovviamente, f(n) = 0 per ogni n € N ma f(z) non é
identicamente nulla.!

9.2 Teorema del Massimo Modulo

Esercizio 9.2.1. Sia Q un aperto di C ed f : Q@ — C una funzione
analitica non costante. Siano:

B(0,1) ={z€C:|z| <1}
B(0,1)={z€C:|z| <1}
e si supponga che B(0,1) C Q. Dimostrare che se |f(2)| = ¢ su
0B(0,1) allora esiste almeno un punto z, di B(0,1) tale per cui

f(Zo> = 0

Soluzione 9.2.1. Se ¢ =0 per il Teorema del Massimo Mod-
ulo si avrebbe che f(z) = 0 su tutto B(0,1) e quindi avremmo
un assurdo perche si sta supponendo che f mon sia costante. Se
¢ > 0, per il Teorema del Massimo Modulo, si haVz € B(0,1)
deve essere |f(z)| < c. Se fosse f(z) #< per ogni z € B(0,1) allora

la funzione:
1

f(z)

sarebbe i analitica e dovrebbe assumere il massimo del suo
modulo su 0B(0,1) ed il valore di tale massimo sarebbe 1/c. Ma
se z € B(0,1) si ha |f(2)] < ¢ e quindi:

1

92 > .

g(z) =

1Se si aggiungono perd opportune ipotesi sulla crescita del modulo di F si
ottengono risultati in positivo. Un teorema dovuto a Carlson afferma che “Se
f ¢ una funzione intera per la quale |f(z)| < Ae**| essendo A e A costanti
per le quali A > 0e 0 < A < 7, allora f(n) = 0 per ogni n € N implica f
identicamente nulla su C.

170



e cio e assurdo.

Esercizio 9.2.2. SeQ ¢ un aperto di C contenente il disco chiuso
unitario di centro 0 ed f(z) : Q@ — C ¢ olomorfa non costante e
|z| =1=|f(2)| =1 allora il disco aperto unitario ¢ contenuto
nelltmmagine di f.

Soluzione 9.2.2. Si deve provare che:
Vw:|jwl <1 Jz: f(z) =w.
Avevamo gia visto che:
Jz0 1 20| < 1A f(20) = 0.
Ragioniamo per assurdo e supponiamo che:
Jw:0<|w| <1 AVz: f(z)#w

In questo caso g(z) = f(z) —w é olomorfa nel disco unitario chiuso
e poiche |g(2)| # 0 nel disco aperto, il minimo del modulo di g(z)
dovrebbe essere assunto in un punto z tale che |z| = 1. Ma:

9 = 1f(z) —w| =1 -7
dove r = |w|. Poiché:
l9(20)] = | f(20) —w| =10 —w| =1

Dowvra allora essere 1 —r > r da cui otteniamo:

1
0 -
<r< 5
Consideriamo ora: 1
h(z) =
=) g9(2)
St ha che:
|h(20)| = -



ed inoltre:
1 1

< |h < .
147 [h(z)] 1—r
da cui, per il Teorema del Massimo Modulo:

1 1

1—r  r

e quindi % < r <1 e cio costituisce, con la condizione precedente-
mente trovata, un assurdo.

Esercizio 9.2.3. Sia f: C — C una funzione intera tale per cusi:

lim M

|z] 00 2

=0.

Dimostrare che f ¢ una funzione costante.

Soluzione 9.2.3. 57 consideri:

B J(2)—f(0) 240
g(z_{f’() 2=0

Affermiamo che g(z) € anch’essa una funzione intera. Infatti:

+oo
= Zanz” =ag+ a2 + a2+ -
n=0
con:
f(0) =ao
f0)=a
e dunque:

o

n

z) = g pi12".
n=0

che ha ancora raggio di convergenza infinito e quindi € una funzione
intera. Dallipotesi seque che:

lim |g(2)] = lim

2| =00 |z[—00
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e quindi:
Ve>0dR>0: VzeC, 2] >R=|g(2)] <e.

Sia:
D(0,R)={2€C:|z|]| <R}.

Avremo che in particolare che:
Vz € OD(0,R) = |g(2)| <e.

Ma ,per il Teorema del Massimo Modulo, si ha

= <
e 9(2)] max l9(z)| <€
Allora:
Vz:lz| < R=|g(z)| <e
Vz: |z| > R=|g9(2)| <e
Quindi:

VzeC=|g(z)| <e.
e quindi, per arbitrarieta di €, si ha:

Vz e C=g(z) =0.

e quindi:

Vze C= f(z) = f(0).

che & quanto si voleva dimostrare.

Esercizio 9.2.4. Sia a € C con |a| < 1. Si consideri il polinomio:

p(z) = g +(1—a)z - SZQ.

Dimostrare che per ogni z € C tale che |z| <1 si ha |p(z)] < 1.
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Soluzione 9.2.4. Consideriamo gli z per i quali |z| = 1; potremo
allora scrivere:

p(z) = = {(1 —laf?) + ; (2- az)] .

ed avremo che z = €. Ne seque che:

a 0 0 —if

——az=uae ¥ —ae"¥ =ae " —ae .
z
e dunque:
a L —
Re <— — az) = Re (ae 0 _ ae—w) =0.
z
e pertanto:

, (¢ -)
— (- —az).
2 \z

¢ un numero tmmaginario puro. Inoltre:

’Im <2 —Ez) < ‘ﬂ —az| < M%—\E| |z| = |a|] + |a| = 2]al.
z z ||
Siccome:
P = 2| (1~ Jaf?) + 5 (¢ ~a2) 2
2 \z

e |z| =1 avremo:

1 ? .
p(2)]? = ‘(1 —laf’) + (g —az) — |A+iB]> = A + B?

dove:
A=(1-a]?)
B = %Im (5 - az)
Allora
2
\p(z)‘2 — (1 — | |2)2+ Blm <9 — Ez)] < (1 -2 |a|2 + \a|4)+\a|2.



e quindi:
p()F <1—laf* +a]" < 1= (la]* = |al") <1

in quanto, essendo per ipotesi |a| < 1 avremo che |a|* — |a|* > 0.
Dunque
max [p(z)| < 1.

21=1 N

Ma, per il Teorema del Massimo Modulo, si ha:

max|p(z)] = max|p(2)].

e quindi:
Viz| <1=|p(z)] < 1.
Esercizio 9.2.5. Sia D = {2z € C: |z| < 1}. Sia f: D — C una
funzione analitica tale che:
|f(z*)] = [f(2)] Vz€D.
Dimostrare che f e costante su D.

Soluzione 9.2.5. Sia 0 < r <1 e siaC2 = {2z € C: |z| = r*}.
Poiche f ¢ analitica in D essa e in particolare continua in su C,2
che ¢ un insieme compatto. Pertanto |f ha massimo su C,2. In
altre parole:

Jz9 € Cr2 : [ f(20)] = ?é?fj‘f(zﬂ'
Indichiamo con:
D(0,7*) ={z€C:|z| <r’}
D0,r)={z€C:|z] <r}
Allora per il Teorema del Massimo Modulo si avra:

max | f(z)] = max |f(2)] = | f(z0)] -

z€D(0,r2) 2€C2
Osserviamo che:

z2e€ D0,r)=|z| <r= |z\2 <r?Ps ’zﬂ < r
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per cui posto w = 2% si ha |w| < r? e quindi:
w € D(0,r?).
Pertanto:

A:{wEC:wZZQ,\z\gr}g{w'eC:\w'|<r2}:B.

e quindi:
max 2)| = max w' > max w)l = max 22 ‘
mas ()] = max ] ()] > mase £ ()] = max | (=)

In definitiva:

[f(z0)| = max [f(z)] > max |f(z*)].

z€D(0,r2) z€D(0,r)

Poicheé, per ipotesi:
|f(z*)] = |f(2)| VzeD.
avremo allora:

max_|f (2*)| > max |f(2)].

z€D(0,r) 2€D(0,r)
e quindi
Fzo)l = max |f(=)| > max |f ()] > max |f(2)].
z€D(0,r2) 2€D(0,r) z€D(0,r)
e dunque:
[f(20)] = max [f(z)| (9.1)
z€D(0,r)

Siccome 0 < r < 1 avremo che r* < r e quindi:

D(0,72) C D(0,r).
da cui seque che:

[f(20)l = max [f(z)] < max [f(2)].

z€D(0,r2) z€D(0,r)
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e dunque:

[f(z0)] < max [f(2)]. (9.2)

z€D(0,r)
Allora da (9.1) e (9.2) seque che:

[f(20)| = max |f(z)].

z€D(0,r)

e siccome 2o ¢ interno a D(0,7) per il teorema del massimo modulo
f ¢ costante su D(0,7). Utilizzando ora il Teorema di Unicita
si ha che f é costante su tutto D.

9.3 Principio dell’Argomento
Esercizio 9.3.1. Si consideri il polinomio:
p(z) =28+ 928 + 23 +22+4
con z € C e si determini il numero di zeri che tale polinomio ha:
1. Nel semipiano superiore H.

2. Nel primo quadrante.

Soluzione 9.3.1. Per quanto riguarda la prima domanda, ¢ ev-
idente, dalla positivita dei coefficienti di p(z), che esso non ha zeri
sul semiasse reale positivo o nell’origine. E’ facile anche con-
vincersi che non ne ha sul semiasse reale negativo. Infatti se
z=1x € R™ ci sono due possibilita:

o —1<x<0.
o r < —1.

Nel primo di questi casi scriviamo:

con:.



g(x) = 2° 4+ 22 + 4.

Banalmente, si ha che:
—1<z<0= f(x)>0.
Inoltre, possiamo scrivere:
g(z) = 4+ (2 + 2?).
e osservare che:
~-1<2<0=2<(2+2%) <3=2(2+2%) > -3.
da cui g(x) > 1. Allora é sicuramente vero che:
—1<z<0=¢q(z)>0.

Nel secondo di tali casi scriviamo:

dove:
m(z) = 2%+ 4

n(z) = 9z + 2° + 2.
Banalmente, si ha che:
r < —1=m(x)>0.

Inoltre, osservando che h(z) = 2° + 2z ¢ una funzione dispari e
che:

r>1=2° 421 = 2(2 + 2?) < 2(22° + 2?) = 32% < 32

st ha:
r< —1= 2342 > -3z
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e dunque:
< —1=n(z) =92" + h(z) > 62* > 0.

Quindi anche per x < —1 non ci sono zeri reali. La conclusione é
che per ogni x € R il polinomio non si annulla. Poiche, per il
Teorema Fondamentale dell’Algebra, esso ha sei zeri e poiché
1 suoi coefficienti sono reali, si ha che per ogni valore o € C
che annulla il polinomio, anche il suo complesso coniugato fa lo
stesso. Quindi ci dovranno essere esattamente tre zeri nel semip-
1ano superiore H. Per rispondere alla seconda domanda occorre
fare ragionamenti pit delicati che si basano sul Principio del-
I’Argomento. Consideriamo la curva rappresentata in figura con
R “grande™ Cerchiamo ora di valutare la variazione di argp(z).

'S

Figura 9.1: Il numero degli zeri di p(z) nel primo quadrante dipende
dalla variazione di argp(z) quando z percorre la curva considerata

Supponiamo che z vari sull’arco di circonferenza BC'. Siccome, per

2Siccome gli zeri del polinomio sono al finito, si pud sempre pensare che R
sia stato scelto cosi grande in modo se zg € uno zero nel primo quadrante, esso
sia contenuto nella curva considerata.
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R sufficientemente grande il termine dominante del polinomio ¢é z°
la variazione dell’argomento lungo questo tratto deve essere:

Y

6

g:3’/T

Sul tratto AO abbiamo che z = iy con y che decresce tra R e 0.

RN

sassatt®

2000 4000 000

Figura 9.2: La variazione dell’argomento di p(z) quando z percorre
I’arco BC

Su tale tratto avremo quindi:
p(z) = (—y°+ 9" +4) +i(—y* + 2y).
Quando y = R abbiamo all’incirca p(z) ~ —RS, —iR® mentre quan-

doy = 0 si ha che p(z) = 4 +i0. Osserviamo che la parte im-
maginaria di p(z) quando z = 1y si annulla per i sequenti valori di

y:
Yy = —\/§
Yo = \/5

y3 =10
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Questo significa che quando y decresce dal valore R (molto grande)
a 0 assume certamente il valore y = yo. Quindi per tale valore
p(iy2) € un numero reale. Infatti

p(iv2) = 843644 =32 > 4.

Quando y decresce da /2 a 0 si ha una variazione dell’argomento

-14c0 -1200 -1000 -800 -E00 -400 -200 o
-2 :

"...-lﬂ'

Figura 9.3: La variazione dell’argomento di p(z) quando y decresce
dal valore R al valore v/2

simile a quella riportata nella figura 9.5.1: Infine quando z il tratto

154

054

Figura 9.4: La variazione dell’argomento di p(z) quando y decresce
dal valore /2 al valore 0

OB non si ha variazione dell’argomento percheé sull’asse reale p(z)
¢ reale.
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0.54

-0.5

Figura 9.5: La variazione dell’argomento di p(z) quando z percorre
il segmento OB ¢ nulla

Un grafico globale, di carattere qualitativo (non in scala)
e quello di figura 9.6: Pertanto nel primo quadrante, in base al

L/

Figura 9.6: La variazione complessiva dell’argomento di p(z) e 47

Principio dell’Argomento, ci sono 2 zeri. Siccome é facile ver-
ificare che non esistono valori reali di y che annullano simultanea-
mente Rep(z) e Im p(2) il polinomio non ha zeri sull’asse immag-
inario e quindi il restante zero presente nel semipiano superiore H
¢ nel secondo quadrante.
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9.4 Teorema di Rouche

Esercizio 9.4.1. Dimostrare che l’equazione:
920 284322+ —1=0.

ha tutte le sue dieci soluzioni nell’interno del cerchio unitario di
centro [’origine.

Soluzione 9.4.1. Siano f(z) = 921 e g(z) = 2® +32° + 24 — 1.
Poiche se |z| =1 si ha:

|f(z)] =9
lg(2)| < |28+ [32°) + |24 +1<1+3+1+1=6

e verificata, su tale circonferenza,la condizione:

IF(2) > 1g(=)] -

Allora, il Teorema di Rouché consente di affermare che nell’in-
sieme:

B={zeC:|z| <1}

le funzioni f(z) ed f(z) + g(z) hanno lo stesso numero di zeri.
Poiche f(z) , in tale cerchio, ha uno zero di molteplicita 10, ne
seque la tesi.

Esercizio 9.4.2. Dimostrare che l’equazione:
M+ -3 2+ 47 =0,
non ha soluzioni nell’insieme B = {z € C: |z| < 1}.

Soluzione 9.4.2. Siano f(z) =7 e g(z) = 2" + 2% — 325 + 2. Se
|z| =1 si ha:

[f()] =7
l9()] < |21+ 8] + | =32"] + || <6
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e quindi € verificata, su tale circonferenza,la condizione:

IF () > 1g9(=)]-

Allora, il Teorema di Rouché consente di affermare che nell’in-
sieme:

B={zeC:|z| <1}.

le funzioni f(z) ed f(z) + g(z) hanno lo stesso numero di zeri.
Poiche f(z) non ha zeri, la tesi é provata.

Esercizio 9.4.3. Con riferimento all’esercizio precedente, provare
che tutte le soluzioni dell’equazione data si trovano nell’insieme:

Bi={ze€C:1< |2/ <2}

Soluzione 9.4.3. Poiche ¢ gia stato provato che l’equazione data
non ha soluzioni nell’interno del cerchio unitario di centro [’orig-
e, resta solo da dimostrare che le sue soluzioni sono all’interno
del cerchio di raggio 2 e centro l'origine. A tale scopo, si consid-
erino: f(z) = 2 e g(z) = +2% =325 + 20 + 7. Se |2] = 2 si
ha:

|f(2)] = 2"

lg(2)| <28 +3-2°+2' 4+ 7

Quindi, su tale circonferenza, € verificata la condizione:
[f(2)] > g(2)].
Il Teorema di Rouché consente di ottenere allora la tesi.

Esercizio 9.4.4. Dimostrare che se a > e allora [’equazione: az" =
e*. han soluzioni allinterno del cerchio unitario di centro l’origine.
Dimostrare poi che se n = 2 tali soluzioni sono reals.

Soluzione 9.4.4. Posto:

f(z) =az"

g(z) = —e

z

184



se |z| =1 si ha:
IF () > 1g(2)] .

e quindi nell’interno del cerchio unitario di centro 'origine f(z) ed
f(2) + g(2) hanno lo stesso numero di zeri. Siccome f(z) ne han
(coincidenti), la prima parte della tesi é provata. Si consideri ora
la funzione di variabile reale:

F(z) =ax" —€".

che é ovviamente una funzione continua. Siccome:
F(0)=-1
Fl)=a—e>0

per il Teorema degli Zeri, esiste v, € [0,1]

tale che F(x1) = 0. Tale x1 ¢ una delle due soluzioni dell’e-
quazione proposta. In modo simile si prova che [altra soluzione
appartiene all’intervallo (—1,0).

Esercizio 9.4.5. Dimostrare il Teorema Fondamentale del-
I’Algebra per mezzo del Teorema di Rouche.

Soluzione 9.4.5. Sia:
-1
p(z) =ap+arz+ - -a,_12" " +a,z".
un polinomio a coefficienti in C e siano:

f(z) = ayz"

g(2) =ag+arz+--a,_12""

Consideriamo ora una circonferenza di raggio r e centro l’origine,
conr>1. Si ha:

9(2) = Jao + a1z + -+ an_12" 7 < faol + laa| 7 + - Jan_a| 7"

Se:

M = max {Jaol, ar] - - [a 1]}
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st ha:

n—1
lg(2)| <K M (L+7r+4---r"1) = M- T
r —
D’altra parte:
£ (2)] = lan| ™.
Quindi:
9()| _ -1
[f(2)] =7 r =1 Jag|rm
-1 1 M (rm-1 1<M1
r—1 lag|r™  an| \ ™ Jr—1 " au|r—1
m quanto:
" —1
< 1.
/r.n
Dunque:
(=) _ M 1

< 1.

<
If()] - lan|r =1
se r e sufficientemente grande. Pertanto, su tale circonferenza, si
ha:

l9(z)] < 1f(2)].
e quindi per il Teorema di Rouché, la funzione p(z) = f(z)+g(z)
ha, all’interno del cerchio considerato, lo stesso numero di zeri di

f(2). Quest’ultima funzione ha n zeri coincidenti nell’origine e
quindi la tesi € provata.

9.5 Teorema di Liouville

Esercizio 9.5.1. Dimostrare che se f : C — C é intera e tale che
esiste una costante M reale per la quale Re(f(2)) < M allora f é
costante.

Soluzione 9.5.1. Consideriamo:



Ovviamente, essendo f intera, lo € anche g. Si ha:

of(2) — RSN HIM(f() _ Re(f(2)) . yilm(f(=))

da cui:
‘6f(Z)‘ — Re(f(2)) <eM =M,

Allora, per il Teorema di Liouville, si ha che g é una funzione
costante. Ne seque che:

g (2) = f'(2) ' = 0.

e poicheé per ogni z € C si ha che e/®) %0, avremo che:

f'(z)=0.
per ogni z € C. Da cio seque che f ¢ costante.

Nota 9.5.1. Com’e ben noto, una funzione intera limitata ¢
necessariamente costante (Teorema di Liouville). Se pero, ci
st limita a considerare funzioni solo continue, allora si possono
trovare esempi diversi; la funzione

f(2)

oz
IRERER

e sicuramente continua su C e limitata, in quanto

2]
0<|f(2)| = T <

ed e sicuramente non costante. Quindi essa € necessariamente
non-analitica.

Esercizio 9.5.2. Siano f(z) e g(z) funzioni intere, cioé analitiche
wn tutto C. Supponiamo che per ogni z € C si abbia:

IF) < lg(=)]-

Dimostrare che esiste una costante A € C tale che:

f(z) = Ag(2).
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Soluzione 9.5.2. Dall’ipotesi, si ha che per ogni z € C deve essere
g(z) # 0. Infatti:
l9(z)| > [f(2)] = 0.

Allora:

Abbiamo quindi che h(z) é il quoziente di due funzioni intere, delle
quali quella al denominatore é priva di zeri e quindi h(z) € anch’essa
una funzione intera. Inoltre si ha:

1)
9(2)

e quindi h(z) € una funzione intera limitata. Per il Teorema
di Liouville, essa deve essere costante, cioé deve esistere A\ € C
tale che h(z) = X per ogni z € C. Da cio seque la tesi.

Ih(z)] = 'gg <1.

Esercizio 9.5.3. Trovare tutte le funzioni intere per le quali si ha:

|f' ()] < [f(2)].
per ogni z € C.

Soluzione 9.5.3. Poiche la derivata di una funzione intera e anco-
ra una funzione intera, in base all’esercizio precedente deve esistere
una costante \ € tale per cui:

f'(z) = Af(2).

Siccome, per ogni z € C si ha che:

g(z) = e #£0.

la precedente uguaglianza equivale a

e M f(2) = Ae M f(2).

e quindi:

e f(2) = e M f(2) = 0.
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Ma:
d

() = AN () = e ()

e dunque:
d

= {e_’\zf(z)} = 0.

e siccome C & connesso, cio significa che:
e f(2) = a.

essendo o« € C una costante arbitraria. Allora tutte e sole le
funzioni intere per le quali vale la condizione data sono:

f(z) =ae acC.

Esercizio 9.5.4. Sia f(2) una funzione intera che scriveremo come
f(z) = u(z,y) +iv(x,y) con z =x +1y e xz,y € R. Supponiamo
che per ogni (z,y) € R? si abbia u(x,y) > 0. Dimostrare che f(z)
e costante.

Soluzione 9.5.4. Consideriamo la funzione:
g(z) = 771,

che e anch’essa una funzione intera. Si ha allora:

g(Z) — e—u—iv _ e—ue—iv'
e quindi
g(z)| = |e e ™| =e " <€ =1.

data lipotesi suw. Allora la funzione g(z) é costante, per il teorema
di Liouville, e quindi deve essere costante anche f(z).

Esercizio 9.5.5. Sia f(z) una funzione intera che scriveremo come
f(z) = u(z,y) +iv(x,y) con z =x +1y e xz,y € R. Supponiamo
che per ogni (z,y) € R? si abbia |u(x,y)| < |v(z,y)|. Dimostrare
che f(z) é costante.
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Soluzione 9.5.5. Consideriamo la funzione:
g(z) =,

che e anch’essa una funzione intera. Si ha allora:

u?—v24+2iuv u?—v? 62iuv

g(z)=e =e

e quindi:

Come prima, si conclude che g(z) é costante e quindi lo é anche
12(2) e di consequenza anche f(z).

Esercizio 9.5.6. Sia f(2) una funzione intera. Supponiamo che
per ogni z € C si abbia:

fz+1) = [(2)
fz+1i) = f(2)
Dimostrare che f(z) é costante.

Soluzione 9.5.6. Procedendo dome nell’esercizio 9.1.:
f(z+m+ni) = f(z).

Quindi:

f(z) = flz+iy) = f({a} +ify}y + [2] +ily]) = F({a} +ify)).

Siccome:
0<{z}<1lVxeR

0<{y}<1VvyeR
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avremo che:
{z}+i{y} €[0,1) x [0,i) C C Vz,y € R.

e siccome f e analitica e quindi € continua, avremo che:

sup [f(2) =  sup |f(2)]| < max |f(2)]=M < co.
zeC 2€[0,1) x[0,4) z€[0,1]x[0,i]
essendo:
A=1[0,1] x [0,1].

un insieme compatto. Pertanto f(z) é intera e limitata e per il
Teorema di Liouwille ¢ costante.

Esercizio 9.5.7. Siano:
a,fe€C—{0}.

tali che:

«

1. « e 3 sono una base per lo spazio vettoriale C sul campo R.

2. Se f e una funzione intera tale che

{ fz+a)=f(z2) VzeC
fz+8)=f(z) Vz€C

allora f ¢é costante.

Soluzione 9.5.7. Per dimostrare che a e 3 sono una base per lo
spazio vettoriale C su R é sufficiente dimostrare che essi sono lin-
earmente indipendenti, in quanto ¢ ben noto che C come spazio
vettoriale su R ha dimensione 2. 3 Per fare cio, ragioniamo per
assurdo e supponiamo che a e (3 siano linearmente dipendenti.
Allora esisteranno due scalari A pn € R non entrambi nulli tali che

)\Oé—i-,llzﬁ: 0((;.

3Una base ¢ ad esempio costituita da z; =1+ 07 zo = 0+ 14
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cioe
A(a+ib) 4+ pu(c+id) = 0 + 0:.
e quindi:
Aa+ pc=0
Ab+pd =0

Osserviamo che mnon pud accadere che sia a che ¢ siano nul-
li perché in tal caso sicuramente dovrebbe essere* d # 0 e allora
avremmo:

contro l’ipotesi. Dunque si puo supporre che uno di essi sia diverso
da 0; supponiamo che esso sia c. Ne seque che:

_ Aa
H=="c

Ab+ pud =0

e quindi:
Ab — &d =0.
c

Sicuramente non puo essere A = 0 perche altrimenti avremmo:

ui = 0c.
e dato che B # 0 dovrebbe essere p = 0. Se A # 0 allora abbiamo:
ad
-

b:

e quindi:

a a+ib a+i% lactiad a
6 c+id c+id c c+id c

che € assurdo. Pertanto o e [ sono linearmente indipendent:
e per quanto detto sopra sono una base di C pensato come spazio

4Se fosse anche d = 0 si avrebbe 3 = 0 contro I'ipotesi
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vettoriale su R. Questo fatto ci serve per provare la seconda tesi.
Infatti, se z ¢ un numero complesso qualsiasi allora esistono x y
numeri reali opportuni tali che

2= za+yf.
Ragionando come nell’esercizio 9.1.4, si ha che:
f(z +ma+np) = f(z) Ym,n € Z.
e quindi:
f(z) = fza+yp)=f{zta+{y} B+ [z]la+ [y B) = f({z}a+{y}p).

Ma
{z}a+{y}B € P(a,B).

dove P(«a, 3) indica il parallelogramma generato dai vettori o e 3
al quale mancano i lati opposti a tali vettori. Allora:

sup [f(2)] = sup |f(2)| < max [f(2)] =M < c0.
zeC z€P(a,B) z€P(a,f)

e quindi come prima si ha che f ¢ costante.

Figura 9.7: Il parallelogramma P

Esercizio 9.5.8. Sia f : C — C una funzione intera non costante.
Dimostrare che f (C) ¢ denso in C.

193



Soluzione 9.5.8. Ragioniamo per assurdo e supponiamo che f(C)
non sia denso in C. Allora dovrebbero esistere un w € f(C) e un
e > 0 per i quali:

|f(z) —w| >e VzeC.

Ma posto:
1

fz) —w
si ha che g(z) é una funzione intera essendo la reciproca di una
funzione intera mai nulla. Inoltre:

9(z) =

9(2)| = 7 x——= <

—_
[

e dunque g(z) é limitata. Per il Teorema di Liouville essa ¢
costante e quindi anche f sarebbe costante contro [ipotesi.

Esercizio 9.5.9. Sia f una funzione intera e siano M ed o costanti
positive reali. Supponiamo che per ogni z € C si abbia:

|f(2)] < M 2|,
Dimostrare che f ¢ un polinomio.
Soluzione 9.5.9. Distinguiamo due casi:
1. 0<a<l1.
2. a>1.

Nel primo di essi si ha che 0 < 1 —«a < 1 e quindi, se |z| é
sufficientemente grande avremo:

1 1
m < W.
e quindi:
) _ e M
I
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Da questo cio seque che:

3 m LN g,

e quindi, in base all’esercizio 9.2.3, avremo che f é costante. Sup-
pontamo ora che sia o > 1. Indichiamo con m il pit piccolo intero
tale per cui m > a. Siccome f & intera potremo scrivere:

f(z) = Z anz".

per ogni z € C. Ne seque che:

m—1 oo
f(z) = Z a,z" + Z a,z".
n=0 n=m

Poniamo:

2" 00
g(z) = =0 = Z a,z"" ™.
n=m

che puo evidentemente essere anche scritta come °.

g(z) = Z Upim?".
n=0

Ne seque che g € una funzione intera, in quanto la serie che la
rappresenta ha lo stesso raggio di convergenza di quella di f e cioé
+00. Si ha inoltre:

m—1 m—1 m—1
‘f(Z) S | O [T | Mt S a2
9(2)| = b | = =
2] 2] 2]

5La variabile n ¢ muta
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e dunque:
IZI S n
9(z)| < M Z |an] |2[".
=0

Se o € N allora, dalla definizione di m seque che o« =m e quindi:

l9(= )|<M+ Z\%IIZ\"-
=0

da cui seque che:
lim |g(=)] < M.

|z[—00

e quindi g(z) ¢ limitata. Se o ¢ N allora m > « e quindi:

R n
9(z)| < M R Z |an] |2]".
\ZI o
e dunque:
T [g(2)] =0

e anche in questo caso g(z) & limitata. Dal teorema di Liouville
seque che g € una funzione costante e dunque:

m—1
f(z) = 30 anz"
c = n=0
Zm
con ¢ € C opportuna. Allora
m—1
f(z) =c2™+ Z an, 2"
n=0

e dunque f ¢é un polinomio di grado al piv ®m.

6Se ¢ # 0 avra grado m altrimenti avra grado inferiore
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Esercizio 9.5.10. Sia f una funzione intera tale per cui:

f(22) = 2f(2).

per ogni z € C. Dimostrare che f ¢ un polinomio di grado non
superiore a 1 e che f(0) = 0.

Soluzione 9.5.10. Scriviamo la relazione funzionale come:

Da questa deduciamo che:

e quindi:

. 1 ()
| — | =1 = 0.
n—1>r—lr—loo / <2" ) n—1>r-ir-loo 2n 0

Poiche [ ¢é analitica e quindi in particolare continua seque che
f(0) = 0. Avremo allora

f(2)=az+ay® + - =z(ap +agz +---) = zg(2).
e quindi posto:
g(z) = Zanzn_l.
n=1
si ha che g(z) é anch’essa una funzione intera ed inoltre:
f(2) = 29(2).

Ne seque che:
f(22) = 2z9(2z).
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e dunque:
229(2z) = 2zg(2).
da cui:
9(2) = g(22).
Sia allora:
M = max]|g(z)| € R.

2I<1

e sta w € C qualsiasi. Si avra che:

EInEN:w':;U—n = || <1

Allora:
g(w') = g(2w') = --- g(2"w') = g(w).

e dunque:
lg(w)] < M Yw € C.

Per il Teorema di Liouville si ha che g ¢é costante e dunque
g9(z) = ay. Allora f(z) = a1z, che é quanto si voleva provare.

9.6 Lemma di Schwarz

Esercizio 9.6.1. Sia D ={z € C: |z| <1} esia f: D — C una
funzione analitica e tale che:

1. |f(z)| <1 VzeD.
2. f(0) = 0.

Dimostrare che:

() + f=2)| < 212"

Soluzione 9.6.1. Per il Lemma di Schwarz si ha che:
|f(2)] < 7]
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per ogni z € D ed inoltre | f'(0)] < 1. Definiamo:

f(z) + f(=2)
=r s 7 0
o(2) = oy se z #
0 sez=0
Si ha che:
lim f@H(=2) _ 1 [f(Z)—f(O) _ f(—Z)—f(O)] _
2—0 2z 2 z —z

(f'(0) = f'(0)) =0

N[

e quindi, per il Teorema della Singolarita Rimowvibile di Rie-
mann, si ha che g(z) é analitica in D. Se z # 0 si ha:

F2) + F(=2) <}{|f(Z)|+|f(—Z)I} 1 [|z\ +d] <

2z S22 7 |—2] 2

2

2 =]

9 =

e quindi per ogni z € D si ha |g(z)| < 1. Poiche g(0) = 0 si puo
applicare a g il Lemma di Schwarz ottenendo che:

9(2)| < I2].
per ogni z € D. Allora:
2z

da cui seque:

[f(2) + f=2)| < 22"

Esercizio 9.6.2. Sia D ={z € C: |z| <1} esia |[f(2)] <1 Vz €
D. Dimostrare che per ogni z € D si ha:

RO
L 1f P 1
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Soluzione 9.6.2. Per ogni a € D 'applicazione:

Z—a

bal2) = 1—az

¢ ben definita e analitica e tale che $(D) C D. 7

Siccome a € D < —a € D e siccome a € D = f(a) € D, avremo
che anche:

2= f(a)
Os(2) = o)
‘ z24+a
¢-a(2) = 14+az

sono funzioni analitiche da D in D. Consideriamo allora:

9(2) = (¢ 0 f o ¢-a) (2).

che sara una funzione analitica da D in D e osserviamo che per la
regola della catena avremo

9(0) = &ya) (f (9-a(0))) - [ (9-a (0)) - ¢, (0).

e 1+az—(:+0a)a
, az—(z+a)a
¢, (2) = (1 —1—62)2
e quindi:
¢_0(0) =1~ [af*
Inoltre:
$-a(0) = a
e quindi:
f (9-a (0)) = f'(a)
Infine:

"Vedi esercizio 1.1.4 ed esercizio 1.1.5
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e siccome:

Pi(a) (f (¢-a (0))) = D) (f (@) =

Da tutto cio seque che:

) P a) (1= lal?).
e dunque:
6(0)] = ———— |7 (@)] (1~ af?).

(1—1f (@)

Se osserviamo che g(0) = 0 possiamo applicare a g il Lemma di
Schwarz che in particolare ci dice |g'(0)| < 1. Ne seque che:

1

WU ()] (1 —1a]) < 1.

e dunque:
F@l 1
2 3 2°
1= |f (@) 1—]a
Siccome a ¢ stato scelto arbitrariamente in D, possiamo anche
scrivere che per ogni z € D si ha:

RO
=GP 1- |2

che ¢ quanto richiesto.
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9.7 Principio di riflessione di Schwarz
Esercizio 9.7.1. Sia f una funzione analitica e limitata in:
Q=HUR.

dove:
H={zeC:Imz > 0}.

R={z€C:Imz=0}.
Dimostrare che f ¢ costante.

Soluzione 9.7.1. 57 consideri:

f(z) sez€Q
9(=) =19 ..
f(z) = f(2)
Per il principio di riflessione di Schwarz, la funzione g e
analitica ed inoltre, essendo f limatata in 2 si avra che g ¢

limitata in C. Per il Teorema di Liouville g ¢ costante ¢
dunque anche f ¢ costante.

Esercizio 9.7.2. Sia f una funzione intera tale per cui esiste un
intervallo (a,b) dell’asse reale per il quale x € (a,b) = f(x) € R.
Dimostrare che per ogniz € R ={z € C:Imz =0} si ha f(z) € R.

Soluzione 9.7.2. Sia:
Q=HU(a,b) UH_
dove:
e H ¢ lo stesso dell’esercizio precedente.
o (a,b)={z€C:a< Rez<b}.

e (a,b)={2z€C:ra<Rez<bleH ={ze€C:Imz<0}.
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Consideriamo la funzione:

Flz) = {f(z) se Imz >0

B f(Z) se Imz <0

Per il Principio di riflessione di Schwarz essa e analitica in
Q. Ovviamente f ¢ essa stessa analitica in Q) ed inoltre F(z) = f(2)
per ogni z € H. Allora f coincide con F su tutto ) e quindi, in
particolare:

f(z) = f(Z).
se z € HUH_. Infatti se se Imz < 0 la cosa ¢ vera per definizione,

mentre se z ¢ tale per cui tm z > 0 allora posto w = Z si ha che
Imw < 0 e quind:

f(w) = f(w)
| i) = 1)

da cui:
f(z) = f(z)

Poiche f ¢é continua in tutto C si ha:

f(z) = lim f(z +iy) = lim f(z —iy) = f(2).

per ogni © € R e dunque la tesi € provata.
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Applicazioni conformi

Esercizio 10.0.3. Studiare la conformalita delle sequenti appli-
cazioni:

1. f:C — C tale che f(z) = 2°.
2. f:C — C tale che f(z) = e*.

Soluzione 10.0.3. Per quanto riguarda la prima applicazione
st ha che:

f'(z) = 2z.

e quindi f'(z) # 0 se e solo se z # 0. Questo significa che l’ap-
plicazione € conforme per ogni z # 0. Per quanto riguarda la
seconda applicazione si ha che f'(z) = e* #0Vz € C.
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Figura 10.1: Se il quadrato ) non contiene 'origine, non essendo
la trasformazione conforme in ogni suo punto si ottiene come figura
trasformata Q’ il cui bordo e costituito da archi di curve ortogonali.
Se il punto z descrive il bordo del quadrato una volta in senso
antiorario il punto w descrive il bordo di ()’ una volta.

Esercizio 10.0.4. Studiare ’applicazione:
f(z) =az+0.
dove a,b € C.

Soluzione 10.0.4. Osserviamo che si puo scrivere:
f(2) = |a] e?z +b.

dove 0 = arg z . Allora possiamo definire le sequenti funzioni:

9(2) = la| z
h(z) = ez
t(z)=z+b



A

\/

——

Figura 10.2: Se il quadrato @) contiene 'origine, essendo la trasfor-
mazione non conforme nell’origine, si ottiene come figura trasfor-
mata Q’ il cui contorno non e piu costituito da archi ortogonali. Se
il punto z descrive il bordo del quadrato una volta in senso antio-
rario il punto w descrive il bordo di ) una volta. si noti pero che
il punto w “fa due giri” intorno all’origine.

e osservare che:
f(z) = (tohog)(z)

Pertanto si puo pensare ad f come al risultato della composizione
di tre trasformazioni geometriche:

1. g che ¢ una dilatazione di modulo |a|.
2. h che ¢ una rotazione di angolo 0.

3. t che ¢ una traslazione di vettore b.
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Figura 10.3: L’applicazione e* ¢ conforme per ogni z

Esercizio 10.0.5. Si consideri l'applicazione:

az+b
f(z)—cz—i-d

con a,b,c,d € C e tali che ad — bc # 0. Si dimostri che:

1. f e ineettiva.
2. f é conforme.

Soluzione 10.0.5. Lavoreremo nell’ipotesi in cui ¢ # 0 e quindi
supporremo z # —c/d. Se cosi mon €& la trasformazione si riduce
alla forma f(z) = d'z+ b e le tesi sono molto facili da provare.
Per quanto riguarda l’iniettivita dimostriamo che:

f(z1) = f(22) = 21 = 2.

Infatti se:
az1+b  azm+b

e +d  cm+d
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si ha:
(az1 +b) (cze + d) = (aze +b) (cz1 + d) .
da cui seque:

(ad —bc) (z1 — z2) = 0.

e siccome per ipotesi ad — bc # 0 si dovra avere z; — z5 = 0 da cui
z1 = 2zo. Per quanto riguarda la conformalita si ha:

;o a(cz4+d)—(az+b)c  ad—bc
)= (cz +d)? (2 +d)*

e quindi, sempre in base all’ipotesi ad —bc # 0, si ha che f'(z) #0
per ogni z # —c/d da cui la tesi.
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Prolungamento analitico

Esercizio 11.0.6. Data la funzione:

f(Z):Z(_l)n+12nzz—22—|—z3...

n=1

dimostrare che essa ¢ ben definita per ogni z € C tale che |z| < 1.
Trovarne poi il prolungamento analitico per |z| > 1.

Soluzione 11.0.6. Siccome:
(=)™t < ] = e
e siccome:

e}
> 12" < 400 .
n=1

per tutti gli z € C tali che |z| < 1, la prima parte dell’esercizio é
conclusa. Poicheé, per |z| < 1, si ha:

(e}

f)=2) (=1)"(z") =

n

2
14z

il prolungamento analitico di f(z) a tutto C — {—1} é:




Esercizio 11.0.7. Data la funzione:

[ee]

Z "(2n+1)2"

n=0

dimostrare che essa ¢ definita per tutti gli z € C tali che |z| < 1.
Trovarne poi il prolungamento analitico per |z| > 1

Soluzione 11.0.7. Sia:
2| <p <l

Allora la serie:
Z 2n + 1
n=0

converge come si vede tmmediatamente mediante il criterio del
rapporto. Ne seque che:

oo

Z "(2n+1) 2"

n=0

per ogni z € C tale che |z| < p < 1. Per Uarbitrarieta di p si ha
che la serie data converge per ogni |z| < 1. Sia z = w? con |w| < 1.

Allora si ha:

Sia:

Osserviamo che:



per |w| < 1. Quindi

G(w) = i (=)"w" ™ =w—wd+wS— =

n=0
=w(l—w +w'+ ) = %

Ne seque che:

d 1(1 4 w?) — 2w? 1 —w?

< Gw) = i L e )

dw (1+w?) (1+w?)
e dunque:

1—
F(z)= —.
(1+2)

¢ il prolungamento analitico a tutto C — {—1} di f(z).

Esercizio 11.0.8. Data la funzione:

- n—1 1 2n
fz)=>_(-1) n@n—1)"

n=1

dimostrare che essa ¢ ben definita per ogni z € C tale che |z| < 1.
Trovare poi il suo prolungamento analitico.

Soluzione 11.0.8. Siccome, per |z| <1 si ha:

Y I

(=0 n(2n — 1)Z “n@2n—1)

e siccome la serie:
Z 1
—n (2n —1)

e convergente la prima parte dell’esercizio € risolta. consideriamo
ora un qualsiasi intervallo reale:

I =[-a,al C (-1,1)
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e la restrizione di f a I. In tale intervallo la serie:

[ee] 1 .
HZ:; n(2n —1) "

e derivabile termine a termine e si ha:

/ - n—1 2 2n—1
f(x)zn;(—l) T

n—1)

Anche tale serie ¢ derivabile termine a termine in I e si ha:

_22 n 1 2n 2 Qi(_l)mljm
m=0

Quindi, in I, si ha:
2
" .
e tenuto conto del fatto che f'(0) =0 si avra:
_ / 2
/1

0

ovvero:
f'(z) = 2arctan z.

Una nuova integrazione (per parti) , tenuto conto del fatto che
f(0) =0, fornisce:

f(z) = 2arctanz — log(1 + 2°).

che vale in I. Per prolungamento analitico possiamo ottenere
allora:
f(2) = 2arctan z — log(1 + 2?%).

dove pero bisogna escludere gli z € C tali per cui*

1+2°€ Ry

1Si ricordi che log z ¢ analitica per —pi < argz < 7

214



0

Posto allora z = re', osserviamo che:

1+12%%0 € Ry 0 = :l:g.

In tal caso dovremo avere 1 — 12 < 0 e quindi v > 1. Pertanto
il sottoinsieme massimale nel quale vale il prolungamento
analitico trovato é:

A={z€C:z#U, |b| >1}.

Figura 11.1: L’insieme massimale nel quale vale il prolungamento
analitico. La circonferenza ¢ quella unitaria nel cui interno e sulla
quale converge la serie data.
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Analisi Complessa Visiva

z+w

Figura 12.1: La somma di due numeri complessi
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Figura 12.2: 11 prodotto di due numeri complessi: si noti la
similitudine dei due triangoli

z+z

Figura 12.3: La somma di due numeri complessi coniugati e sempre
reale
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- 2
zz=||
. 0 . ° N
-1 0 1 2 3 4
11
2_2_

Figura 12.4: Il prodotto di due numeri complessi coniugati € sempre

un numero reale non negativo

v

Figura 12.5: Il prodotto di un numero complesso per i: corrisponde
a una rotazione di un angolo retto in senso antiorario
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Figura 12.6: Le radici seste dell’'unita costituiscono un gruppo
ciclico finito di ordine 6 nel quale R; € un generatore
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5
f(z+h)-f(z)
21 h

Z

P
.

3 4 5 6

Figura 12.7: Per una funzione olomorfa, se h descrive una circon-
ferenza di raggio“piccolo” intorno a 0 si ha che w descrive
una circonferenza di centro f’(z) e se h — 0 anche il raggio di tale

circonferenza tende a zero. In figura ¢ stata utilizzata f(z) = 22.

24  f(z+h)-f(2)
h

-1 1

Figura 12.8: Per una funzione non olomorfa, se h descrive una
circonferenza di raggio“piccolo” intorno a 0 non e piu vero che
h)— . . N .
M descrive una circonferenza. In figura e stata utilizzata

f(z)=22+7
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21 | f(z+h)-f(2)

Figura 12.9: Per una funzione non olomorfa, se h — 0 w

non tende ad alcun limite e i suoi valori corrispondono ai punti di
una circonferenza. In figura ¢ stata utilizzata f(z) = 2% + z.
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f(z)=[z|(z+1)
2 .
0 T T
- 0 2 3
f(z+h)-f(z)
h

Figura 12.10: Per una funzione non olomorfa, il modo in cui
h — 0 determina il valore del limite di w Tali valori limite
costituiscono i punti di una circonferenza che ¢ determinata dalla
funzione e dal punto z tale circonferenza si chiama circonferenza
di Kasner. Se denotiamo come al solito con f = u + iv e con u,
Uy vy vy le derivate parziali, in un generico punto z il centro di

tale circonferenza ¢ dato da zg = § [(us + vy,) + i (v, — u,)] mentre

il raggio ¢ dato da r = %\/(um —v,)° + (v, + u,)? dove tutte le
derivate si intendono calcolate in z. Si osservi che se valgono le
equazioni di Cauchy-Riemann si ha che zy = wu, + iv, mentre il

raggio r =0
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Az &
\‘. f(z )z e

f(zo)

F’n-1

Figura 12.11: Spiegazione visiva del teorema di Cauchy per la fun-
zione 1/z integrata su una circonferenza di centro z = 0 e raggio
r: se si immagina di dividere la circonferenza in n piccoli archi
uguali e si sceglie per ciascuno di essi il punto medio z; si ha che
n—1
fan) Az~ Tie qumdl| |f f(z)dz ~ kZ:Of(zk)Az =nTi = 2mi
Z|=Tr =
con ~ che diventa = per n — +o00
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f(zo)Az_ f(z, )Az P

n-1

Figura 12.12: Spiegazione visiva del teorema di Cauchy per la
funzione 1/z* integrata su una circonferenza di centro z = 0 e
raggio r: se si immagina di dividere la circonferenza in n piccoli
archi uguali e si sceglie per ciascuno di essi il punto medio zj si
ha che questa volta f (zx) Az = wu; dove i numeri complessi uy
hanno tutti lo stesso modulo ma ognuno di essi e ruotato rispetto

al precedente di un angolo 27/n in senso orario. Ne segue allora
n—1

che [ f(z)dz~ Z_: f(zx) Az = 0. Una cosa simile succede per

|z|=r k=0
f(z) =1/2" conn € Ned n # 1 e per le funzioni f(z) = 2" con
n € N. Vedi anche figura successiva per maggiori dettagli.

225



Figura 12.13: Sono state considerate le seguenti funzioni z" per
m = —2,—1,1,2. Per ognuna di esse sono stati calcolati uy =
f(zk)Az per k = 0,1,2,3. T vettori uscenti dall’origine di un da-
to colore si riferiscono alla stessa funzione. Le spezzate uscenti

3

dall’origine rappresentano le somme . f (zx)Az. Se m # —1 tali
k=0

spezzate terminano sempre nell’origine, qual’ora si immagini di con-

siderare tutti i punti della suddivisione P,. Ovviamente, a causa
dei diversi valori di m,i vettori u; hanno lunghezze diverse e anche
gli angoli tra due di essi consecutivi sono diversi:per la precisione,
se prendiamo gli u; di una delle precedenti funzioni con m # —1
allora 'angolo fra uy e upy1 vale o = 27” (m+ 1) e sara descrit-
to in senso orario se m < 0 e in senso antiorario se m > 0. Per
m = —1 i vettori ug, come abbiamo gia visto sono rappresentati da
un numero immaginario puro e quindi la loro somma non ¢ 0 ma
2im.
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Appendici

13.1 Premessa

Di seguito vengono riportati alcuni risultati e/o approfondimenti
che si ritiene siano utili allo studente. Non sempre sono fornite
tutte le dimostrazioni.

13.2 Il concetto di massimo e minimo
limite
La definizione di limite finito per una successione limitata (a,),

di numeri reali ¢ la seguente:

Definizione 13.2.1. S7 dice che la successione data ha limite | €
R se e solo se:

Ve>0dn.e N:Vn>n.=>1l—¢e¢<a, <l+e.
Come € ben noto non tutte le successioni limitate hanno limite

finito. Se pero indeboliamo la definizione, possiamo ottenere
qualcosa che generalizza il concetto di limite. Per I'esattezza:
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Definizione 13.2.2. Data una successione supertormente lim-
itata diciamo che L € R ¢ il massimo limite della successione
€ SCriviamo:

lim supa, = L.

n—o0
se e solo se:

1.Ve>0dn. e N:Vn>n.=a, <l+¢

2. Ve >0 dn. e N:= [ —¢ < a, per infinite n > n..

In modo analogo si definisce il minimo limite della successione:

Definizione 13.2.3. Data una successione inferiormente lim-
itata diciamo chel € R ¢ il minimo limate della successione e
S$CTIviamo:

lim supa, = L.

se e solo se:
1.Ve>0dn. e N:Vn>n.= [—¢<a,
2. ¥Ve>0dn., e N=q, <l+c¢

Se la successione non € superiormente limitata poniamo:

lim supa, = +o0.

n—~o0

Se la successione non € inferiormente limitata poniamo:

lim inf a,, = —o0.

n—oo
Si dimostrano le seguenti proprieta:

1. Ogni successione superiormente limitata ammette sem-
pre un unico massimo limite.

2. Ogni successione inferiormente limitata ammette sem-
pre un unico minimo limite.
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3. Per ogni successione:

lim inf a,, < lim sup a,.

n—oo n—oo
4.
lim inf a,, = lim supa,.
n—oo n—oo
se e solo se esiste lim a,. e in tal caso:
n—oo

lim inf a,, = lim supa, = lim a,.

n—oo n—oo n—oo
I concetti di massimo e minimo limite generalizzano quello di
limite perche:

1. Essi esistono sempre.

2. Nel caso in cui la successione abbia limite sono uguali ad esso.

Il prezzo da pagare per tutto cio € che vengono meno certe
proprieta del limite. Per esempio:

lim sup (a, +b,) < lim supa, + lim sup b,.

n—oo n—oo n—oo
cioe il massimo limite di una somma non e, in generale, uguale alla
somma dei massimi limiti. Disuguaglianze simili valgono negli altri
casi possibili. ATTENZIONE: i concetti di massimo e minimo
limite di una successione differiscono da quello di supa, e di
inf a,, come mostra il seguente esempio:

Esempio 13.2.1. Sia:
n n 1
ap =1+ (-1)"+(-1) -
Allora ¢ facile verificare che:

sup a. >
pan, = 5
infa, = —1
ma
lim supa, = 2
e

lim inf a,, = 0.

n—oo
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13.3 Un procedimento particolare per
il calcolo del raggio di convergenza
di una serie di potenze

Teorema 13.3.1. Sia: .
>0,
n=0
nella quale a,, € C — {0} per ogni n € N. Supponiamo che:

Qp+1
G,

3 lim

n——+00

=1.

Allora il raggio di convergenza r della serie vale 1.

Dimostrazione. Sia z € C con 0 < |z| < 1 e si consideri la serie a

termini positivi
+00 +oo
> b =) lan2"] (13.1)
n=0 n=0

Poiche: .
bny1 | @ng12" | |Gy 12
by, anz™ an, ’
si avra che:
b, a
. +1 . n+1
3 lim = lim 2] = |2| < 1.
n—-4oo n n—-+4oo (07

e quindi, per il criterio del rapporto la serie (13.1) converge. Allora
la serie data essendo assolutamente convergente e convergente in
ogni cerchio di raggio p(z) < |z|. Siccome:

sup p(z) = 1.

|z|<1
avremo che r > 1. Se fosse pero r > 1 allora la serie (13.1) dovrebbe
convergere per ogni z € C tale per cui 1 < |z| < r e cio & assurdo
in quanto in tal caso si avrebbe:

bn+1

lim
n—-4o00

=|z| > 1.

n
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e dunque la serie (13.1) sarebbe divergente per il criterio del rap-
porto. ]

13.4 Un teorema di Picard sulle serie
di potenze

Teorema 13.4.1. Sia:
[o¢]
S
n=0
una serie di potenze per la quale a, € R per ogni n € N e tale per
cui:
1. a, > apyq per ognin € N.

2. lim a,=0.
n—-+o00

Allora la serie data converge in tutti i punti tali per cui |z| =
eccetto al piu z = 1.

Per la dimostrazione del teorema occorre premettere un:

Lemma 13.4.1. Se (a,), € una successione di numeri reali positivi
monotona decrescente e se (by), € una successione di numeri reali
limitata allora la serie:

0o
E an+1
n=0

e convergente.

Dimostrazione. Studieremo la convergenza della serie:

(o)

Z‘( _an+1 Z n — An+1 ‘b |

n=0 n—=
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in quanto com’e ben noto I’assoluta convergenza implica sempre la
convergenza. Poiche la successione dei b,, e limitata, esiste M > 0
tale per cui |b,| < M per ogni n € N. Allora si ha

So = (ao — al) ‘b0| < (ao — al)M
81:SO+(a1—6L2)‘b0| < (ao—al)M—i—(al—ag)M:(ao—ag)M

Sp = Sn—1 + (an — @nt1) [ba| < (a0 — py1) M < agM

e dunque la successione delle somme parziali e limitata superior-
mente. Dunque, essendo la serie dei moduli, a termini non negativi
essa converge. Ul

Premesso questo lemma passiamo alla dimostrazione del Teo-
rema di Picard: sia

z = cosf + isinf.
con 0 < 0 < 2m. Poiche
z" = cosnf + isinnd.

il teorema sara provato se dimostreremo che le due serie:

oo

E a,, cos nd

n=0

[o¢]

E a,, sin nd
n=0

sono convergenti. Consideriamo dapprima:

o
E a,, cosnd
n=0

e poniamo:

k
O = E a, cosno.
n=0
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Per le ipotesi su 6 si ha che sing # (0. Si ha allora
0 0 <
sin §Uk = ag sin 3 + Z a, sin 3 cos nb

n=1

Ricordando che:

cos asin 3 = % [sin (a + ) — sin (o — )]

0 11 . 2n+1 . 2n —1
coansmi—i{sm( 5 6)—sm( 5 «9)}

e dunque:

k
0 0 1 2 1 2n—1
sin Eak = sin §a0 + 3 ng_l an, {sin < n2+ 9) —sin ( n2 0)}

ovvero:

si ha:

.0 )
sin —oj, = sin —ag + Sj.

2 2
essendo:

Sk = La [sin (26) —sin (30)] + -
4 da [rin (2520) — sin (%520)]
Osserviamo che si puo scrivere:
Sk =1 (a1 — ap)sin (36) + -
+ (a1 — ag) sin (£520) + Laysin (£20)

e siccome:

2k + 1
lim aksin( 2+ «9) =0.

k—+o00
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mentre:

.1 ) o (2k—1
kETm§ {(al — ag) sin (29) + - (ag-1 —ak)sm< 5 9)} cR

avremo che, per il lemma dimostrato precedentemente:

k—+o00
Quindi:
5 . .0 '
im sin —op, = sin —a .
Ftoo 20 20
e dunque:
. [
3 lim O'k:CLQ—‘—_ieER.
k—4o00 S1n 9

e pertanto la serie:
[o¢]
E a, cosnd.
n=0

e convergente. In modo analogo si prova la convergenza dell’altra
serie e quindi il teorema e provato.

13.5 1l concetto di serie di Dirichlet

Definizione 13.5.1. Si definisce serie di Dirichlet ordinaria
una serie del tipo:
0 a,

n?
n=1

dove a, € C per ogni n € N e nella quale si intende che:

n® = 6zlogn‘
Teorema 13.5.1. Sia
[ee]
ap,
n*
n=1



una serte di Dirichlet e si supponga che:

. log |a|
o= lim sup———.
n—+o00 logn

sia finito. Allora si ha che la serie data converge assolutamente
per ogni z € C tale che:

Rez>o+ 1.

e converge assolutamente ed uniformemente per ogni z € C
tale per cui:
Rez>2k>o+1.

Dimostrazione. Se
Rez>o+ 1.

possiamo trovare k ed h tali per cui:
Rezz2k>h>0+1.
In base alla definizione di massimo limite, si ha che:

log |ax|
logn

Ve>03dn(e) :Y¥n>n(e) = <o+e.

Siccome h — 1 > o avremo che h — 1 = o + ¢’ con ¢’ > (. Bastera
allora scegliere ¢ < &’ per avere che:

log |a,
h—l=oc+¢e¢ >0+e> 8 |an| Vn > n(h,e) = N.
logn
e dunque:
log |a,| < (h—1)logn ¥n > N.
da cui:
lan,| < n"~t
Se z = x + 1y si ha:
n? = 6zlogn _ 6(:c+iy) logn __ erlogneiylogn'
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e quindi:

|nz| — ‘emlogn‘ ‘ezylogn‘ — emlogn — T Rez'

Allora:
nh=t 1 1

Qn
= nRez = nk—h—l—l ni+n

nZ
dove n = k — h > 0. Poiche la serie numerica:

=1
Z nltn’

n=1

e convergente abbiamo che la serie data ¢ assolutamente e uni-
formemente convergente per Re z > k > o + 1. O

Nota 13.5.1. Nelle ipotesi assunte, la serie di Dirichlet con-
verge assolutamente in ogni semipiano del tipo:

{zreC:Rezz2k>0,=0+1}.

Il numero o, = o+1 e chiamato ascissa di assoluta convergen-
za. Si puo dimostrare che esiste anche un altro numero o. < o,
tale per cui:

1. La serie diverge per ogni z tale per cui Rez < o..
2. La serie converge condizionatamente per o, < Rez < g,.
3. o0,—o0.<1.

Quindi, a differenza delle serie di potenze, per le quali abbi-
amo un cerchio di convergenza e in ogni cerchio ad esso concentrico
e di raggio minore si ha assoluta convergenza, nel caso delle se-
rie di Dirichlet la situazione ¢ piu complicata: ci puo essere
una striscia nella quale c’e¢ convergenza ma non convergenza
assoluta. Owvviamente qui non abbiamo considerato i casi in cui
o = £00. Sipuo ad esempio dimostrare che la serie di Dirichlet:

= (1)

haoo.,=0eo, =1.
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Nota 13.5.2. Una tmportantissima serie di Dirichlet ¢ la:

per la quale o = 0 e che pertanto risulta assolutamente e uni-
formemente convergente per ogni z € C tale per cui Rez > k > 1.
Tale funzione é chiamata funzione zeta di Riemann e puo es-
sere prolungata analiticamente a tutto C — {1}. Nel punto z = 1
essa presenta un polo semplice. Essa riveste un’enorme importanza
nello studio della Teoria Analitica dei Numeri cioé di quella
parte della matematica che utilizzando tecniche analitiche, cerca di
dedurre proprieta dei numeri intert.

Figura 13.1: In ogni punto della zona rossa la serie di Dirichlet
diverge; in ogni punto della striscia (aperta) arancione la serie
converge condizionatamente, in ogni punto del semipiano (aperto)
verde la serie converge assolutamente.
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13.6 I prodotti infiniti

Il concetto di prodotto infinito ¢, in qualche modo, simile a quel-
lo di serie: si vuole introdurre un processo infinito che general-
izzi I'ordinario prodotto di un numero finito di termini costituiti in
genere da numeri complessi.

Definizione 13.6.1. Sia (u,), una successione di numeri comp-

lessi. Diremo prodotto infinito la successione i cui termini sono
costituiti da

n € N e scriveremo:

Definizione 13.6.2. Si dice che il prodotto infinito:
+o0
i
n=1

converge se e solo se:

1. esiste un intero non negativo m tale che Vn > m. st ha u, # 0

n

2. Esiste lim [] .u, = c e tale limite é finito e diverso da
n—H{mk:m

ZEero.

In tal caso si dice che:
+o0o m—1
o1l
n=1 n=1

Teorema 13.6.1. Un prodotto infinito convergente ¢ nullo se
e solo se ha almeno uno dei suo fattori nullo.
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+oo

Dimostrazione. Se ] u, = 0 allora poiche esiste m intero non
n=1
negativo tale che:
+o00 m—1
[w =T
n=1 n=1

ed essendo quest’ultimo un prodotto finito, ne segue che u; = 0 per
qualche k tale che 1 < k< m — 1.
Il viceversa e ovvio. O

Teorema 13.6.2. Se un prodotto infinito e convergente allora:

lim wu, =1.
n—-4o00

Dimostrazione. Per ipotesi esiste un intero non negativo tale che:

n

lim H Uy, = C.
n—-4oo i

con ¢ # 0. Posto allora:

si ha:

. . k=m
lim u, = lim =-=1.
n—-—4o00 n——+oo n=1 C
U,
k=m
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Nota 13.6.1. Scriveremo d’ora in avanti u, = 1+ a, e dunque

avremo che:
“+oc0

H (1+ay).

n=1

al posto di:
—+o00o
e
n=1
Corollario 13.6.1. Condizione necessaria affinche un prodotto in-

finito converga é che:

lim a, =0.
n—-+o00

Definizione 13.6.3. [ numeri a,, si chiamano terminzt del prodot-
to.

Cosi come nello studio delle serie numeriche di solito si inizia con
il caso particolare di quelle a termini positivi (o non negativi) anche
in questa sede partiremo proprio da prodotti a termini positivi.

Definizione 13.6.4. Un prodotto si dice a termint positivi se
a, € R per tutti gli n interi non negativi e se a, > 0 per tutti gli n
nteri non negativi.

Teorema 13.6.3. Se: .

H (1+ay).

n=1
¢ un prodotto a termini positivi allora esso € convergente se e
solo se e convergente la serie:

—+o00

S an

n=1
Dimostrazione. Supponiamo dapprima che il prodotto:

—+o00o

[T+ an).

n=1
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sia convergente. Poiche:

m

[[Ja+a)=0+a)Q+a) - (1+ay) =

n=1

=14 (a1 +as+---am)+ (aras+ - ap_1ay) - (aras - -

Zay+ax+ -Gy = Sy
quindi:

ﬁ 1+ ay,).
n=1

e dunque:

0< lim smSH(1+an):P<+oo.
n=1

m—-+0o0

pertanto la serie a termini positivi:

—+o00
E (077
n=1

e convergente. Viceversa, supponiamo che:

+oo
Z a, < +00.
n=1

Osserviamo innanzitutto che posto:

m

D = H(l—l—an).

n=1

. @m)
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si ha che p,, monotona crescente e quindi ammette limite in R.
Dobbiamo provare che tale successione e limitata superiormente al
fine di garantire la convergenza del prodotto. Scriviamo:

H (14 a,) =exp (Z log (1 + an)) :

n=1 n=1

e poiche:
r>20=log(l+z) <.
si ha:
H (1+a,) <exp (Z an> )
n=1 n=1
e quindi:
| < n | —
o TT0 w0 < o (3o
n=1 n=1
e l n — 5 <
exp (n_lglm;a ) e +00
essendo:
+o0o
=
n=1

Teorema 13.6.4. Se un prodotto del tipo:

+oo

H (1 —ay,).

n=1

e tale per cui a, > 0 per ogni n allora esso converge: se e solo se

converge la serie:
—+o00o

S an

n=1
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Dimostrazione. Distinguiamo due casi:

1. a, non tende a zero.

2. a, tende a zero.

Supponiamo dunque che a, tenda a zero. Dimostriamo dapprima
che se il prodotto converge anche la serie converge. Poiche:

lim a, =0.
n—-4o00

si ha che esiste un intero positivo m tale che:

1
ap, <= Yn>2m
2
Allora si ha: )
1—a, > -
=75

per ogni n > m e quindi il prodotto ha tutti fattori non nulli eccetto
al pit un numero finito di essi. Quindi:

k

lim (1 —ax) =Py >0.
k—+oc0

n=m

Posto:
k

Po= ] (1= an).

n=m

si ha che, essendo (0 < 1 —a,) < 1, si avra:
Pk > Pk+1.
quindi:

I] @=an) =01 =an) (1= anw) - (1—ar) > P, >0

n=m

Poiche, se 0 < z < 1, allora:

1
1+x< .
1l—=x
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si avra che:

(T4 am) (14 amga) -+ (1 +ax) <

1 1 1 1
< (—am) (—amer)  (—ap) = P
e quindi:
k 1
k—1>r—l¥loon:m( ta ) Pm
Ma allora:
+o0
[T+ an) < +oc.
n=1

e questo implica che:
+0o0

Zan<+oo

n=1

per il teorema precedente. Viceversa, supponiamo che:

+oo

Zan < +00.

n=1
allora
“+oo
Z 2a,, < 400
n=1
e quindi per il teorema precedente il prodotto:

“+oo
[[+2a,)=P>0.

n=1
ed inoltre esiste un intero positivo m tale che:

+0o0o
It +2a,) =P, >0

n=m

244



Siccome a,, tende a zero, non si perde di generalita supponendo

che sia:

per n. > m. Siccome, se 0 < x < %, si ha:

1
l-z2 14 2%
si avra:
k k o0
szl_ll 1—ay,) H1+2an 1_[1(1+2an)>

e poiche P, e monotona decrescente, si ha che esiste:

i 1
li l—a,)>—=>0.
Jm I > 5
e quindi il prodotto:
+0o0o
H (1 —ay,).
n=1

& convergente.

1
— > 0.
P

(]

Il passo successivo ¢ quello di considerare il caso in cui i

numeri reali a,, siano di segno qualsiasi.

Teorema 13.6.5. Condizione necessaria e sufficiente affinche il

prodotto:

oo

[+ an).

n=1

converga € che Ve > 0 esista ng € N tale che per ogni n > ny e per

ogni intero positivo k, sia:

(14 aps1) (1 + @ngz) -+ (1 + angp) — 1 <€
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Dimostrazione. Supponiamo dapprima che il prodotto converga.
Cio significa che esiste un intero non negativo m tale che per ogni
n = m si ha (1 + a,) # 0 e che considerato il prodotto

ﬁ (1+a,).

si ha:
lim P, =p#0.

n—-4o0o

In base al Teorema della Permanenza del Segno, si avra che
esiste un numero positivo L tale che Vn > m si ha:

1P| > L > 0.

Inoltre, essendo la successione (P, ), convergente, essa ¢ di Cauchy
e quindi Ve > 0 esiste ng > 0 tale che: Vk > 1 si ha:

|Pois — Po| < €L (13.2)

Si potra allora riscrivere la (13.2) come:

;:’“ - 1' <eL. (13.3)

n+k
1+ a,

P ﬁ (1+a,) -

r=m

= (1 +ans1) (14 ang2) - (14 anpg) -

e quindi, dalla (13.3) si avra:

|Pal [(1+ any1) (T + any2) - (14 angr) — 1| < eL.
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cloe:
el <

e.
I

(L4 ans1) (1 + ang2) -+ (1+ angr) — 1] <

Viceversa Supponiamo che per ogni € > 0 esista ng > 0 tale che
per ogni n > ng e per ogni k > 1 sia:

(1 + angs) (1 + nsz) - - (1 + ansx) — 1] <& (13.4)

Dimostriamo dapprima che tutti i fattori del prodotto sono non

nulli eccetto, al pit1, un numero finito di essi. Prendiamo ¢ = 1 e

2
poniamo ny(%) = m. Avremo che per ogni n > m si ha:

1
|Pn - 1| g -
2
e quindi:
! < P, < §
2 2

Dunque, per ogni n > m, si ha 1+ a, # 0 e pertanto, i fattori nulli
possono essere, al pill, in numero finito.

lim P, >

n—-4o0o

N —

e quindi se esiste:

1
li P, > -
e 5

Quindi il prodotto e di quelli che noi consideriamo. Ora dimostri-
amo che effettivamente tale limite esiste. Consideriamo ¢ > 0 e
troviamo ng(e) tale che per ogni n > ng(e) sia

+ a + 2
‘(1 n+1) (1 an+2>"'(1+an+k> ]_| < 3
SiCCOInei
+a + ln+
(1 n—i—l) (1 an+2)"'(1—|—an k) — k
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Avremo:

pb, 1

‘ P::k 1‘ < 55.
e dunque:

Pl [Posk — P < %g.
Por— Pyl < ——— <c.
2|

Allora, la successione (P,), ¢ di Cauchy e dunque ammette limite
in R. [

A questo punto passiamo alla definizione di prodotto assolu-
tamente convergente.

Definizione 13.6.5. Il prodotto:

—+o00o

[T +an).

n=1

nel quale a,, € C, si dice assolutamente convergente se e solo
se e convergente il il prodotto:

—+o00o

[T+ lan).

n=1
Teorema 13.6.6. Se il prodotto:

—+o00

[T +an).

n=1
¢ assolutamente convergente allora esso ¢ convergente.

Dimostrazione. Poiche il prodotto e assolutamente convergente
si ha che pero ogni € > 0 esiste ng(¢) intero non negativo tale che
per ogni n > ng(e) e per ogni intero k > 1 si ha:

(LA fana]) (T + langa]) - (1 + lan]) = 1 < e
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cioe

(1 + lanta]) (1 + [anya]) - (1 + [angi]) = 1 < e (13.5)
Siccome il prodotto:
—+o00o
I+ an))
n=1

e convergente, allora:

lim |a,|=0
n—-+o0o

e quindi anche:

lim a, =0.
n—-+oo

pertanto si puo supporre, senza perdita di generalita, che per n >
no(e) sia [(1 + a,)| > 0. Ne segue che:

0 <[(1+anta) | < (1+[antal)

0 <11+ aris) | < (1 + ]
e quindi:
| (L4 anga) - (L an) | < (L Jangal) - (1 [ansi]) -
dalla quale:
(L4 anga) - (L4 anan) = 1] < (L +fanga]) - (L + fann]) — 1.
Per la (13.5) si ha:
[(1+ an1) (1 + ango) - (1 +angr) — 1] < e

Quindi essendo verificata la condizione necessaria e sufficiente
per la convergenza dei prodotti infiniti, abbiamo la tesi. O
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Teorema 13.6.7. I prodotto:

“+00

H (1+ay).

n=1
¢ assolutamente convergente se e solo se lo e la serie

—+o00o

S a

n=1

Dimostrazione. 11 prodotto dato e assolutamente convergente se e

solo se € convergente:
—+o00o

[T+ laa).

n=1

e quest’ultimo e convergente se e solo se lo e la serie
“+oo
E |an|
n=1
Da cio segue la tesi. ]

13.7 Alcuni complementi sulle funzioni
intere

Ricordiamo che una funzione intera ¢ una funzione analitica f in

tutto C e quindi se:
[ee]
f(z) = Z anz".
n=0

la serie al secondo membro ha raggio di convergenza infinito. E’
abbastanza naturale pensare alle funzioni intere come a una gener-
alizzazione dei polinomi immaginandole come polinomi di “gra-
do infinito”. E’ naturale quindi porsi alcune domande fra le quali
le piu semplici sono le seguenti:
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o0
1. Se e data ) a,2" come riconoscere se si tratta di una fun-
n=0
zione intera?

2. Se p(z) € un polinomio di grado n > 1, dal teorema fonda-
mentale dell’Algebra, sappiamo che esiste sempre z, € C tale
per cui p(zg) = 0. Sara vera la stessa cosa per le funzioni
intere?

3. Nel caso dei polinomi il loro grado € una “misura” del nu-
mero dei loro zeri, nel senso che contandoli con la loro molteplic-
ita, si ha che tale numero e sempre uguale al grado. Quale
concetto introdurre per le funzioni intere?

4. Nel caso dei polinomi, se vogliamo trovare un polinomio che
abbia come zeri i numeri complessi o ...q,, € sufficiente con-

siderare
n

p(z) =] - ).

Jj=1
Come si deve procedere se si vuole trovare una funzione in-
tera per la quale sia assegnata una generica successione («;);
di numeri complessi che devono essere tutti e soli i suoi zeri?

Per quanto riguarda la prima domanda la risposta e fornita dal
seguente:

Teorema 13.7.1. Condizione necessaria e sufficiente affinche

f(z) = Z anz".

sia una funzione intera ¢ che:
lim {/|a,| =0.

n—-4o00

Dimostrazione. Supponiamo che la funzione sia intera. Allora,
dalla formula del raggio di convergenza di una generica serie di

potenze, si ha:
lim sup /|a,| = 0.
n—-—+00
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Ma:

0 < lim inf {/|a,| < liIE sup v/ |ay,|.
n—-+od

n—-+0o00
e quindi:
nl—1>r—ir-loo inf m = ngrfoo sup ’\‘/m = 0.
da cui:

lim {/|a,| =0.

n—-+o0o

Viceversa, supponiamo che:

lim {/|a,| =0.
n—-+00

Allora, in particolare:
lim sup {/|a,| = 0.
n—-—+0o

e dunque r = +o0. O

E’ facile dimostrare, per mezzo del criterio del rapporto, che
una condizione sufficiente affinche:

f(z) = Z a,z".
n=0

sia intera e che a,, # 0 per ogni n € N e che:

tim (2l
n—-+00 ‘an‘

Alla seconda di tali domande si risponde subito in negativo: basta
considerare la funzione intera:

(e} n

z
ef = Z —nl.

n=0

per osservare che essa non ha zeri in C. Infatti per ogni z € C
si ha e*e™ = 1 e quindi per nessun valore z si puo avere e* = 0.
Nonostante cio 1'idea originale dei “polinomi di grado infinito”
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non e poi cosi lontana dal vero. Se a € un qualsiasi numero com-
plesso e p(z) un polinomio di grado n > 1, in base al Teorema
Fondamentale dell’Algebra, considerata ’equazione: p(z) = a,
si ha che essa ha sempre n soluzioni. (ciascuna contata con la pro-
pria molteplicita). Un famoso teorema di Picard, chiamato
anche “piccolo teorema di Picard” stabilisce che se f(z) € una
funzione intera non costante e a € C, I'insieme dei valori di a per
i quali 'equazione f(z) = a non ha soluzioni oppure ne ha un
numero finito o ¢ vuoto o consiste di un solo elemento. Per
quanto riguarda la terza di tali domande, iniziamo con la seguente
osservazione: sia p(z) un polinomio di grado n > 1; chiamiamo:

M(r) = max|p(z)|.

|z]=r
Si avra che:

M(r) = max|ag + a1z + - - - a,2" | < max {|ao| + |a1]|2] + - - |as]|2]"} .

|z|=r |2|=r

e dunque:
M(r)<An+1)r"

essendo A = max {|agl, |ai|- - |a,|} . Allora:

log M(r) =log{A(n+1)r"} =log A+log(n+ 1)+ nlogr.

e quindi:
. log M(r) . logA+log(n+1)+nlogr
lim ———= = lim =n
r—+oo logr r—+00 logr

In termini non formali,possiamo quindi pensare a:

log M(r)
logr

come ad una espressione “analitica” della rapidita di cresci-
ta del polinomio su circonferenze di raggio crescente. Quello
che vorremmo fare ora ¢ un ulteriore passo: vorremmo trovare una
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espressione “analitica” che ci consentisse di distinguere fra rapid-
ita di crescita “nettamente” diverse. Per chiarire: a tutti € noto
dall’Analisi Reale che

eCE

lim — = +o0
r—4oco
per ogni n € N e quindi spesso si dice che la funzione e® “cresce
piu rapidamente di qualsiasi potenza di x quando z tende a
+00”. E’ una quantificazione di questo concetto che ci interessa.
Le seguenti considerazioni euristiche ci aiuteranno ad ottenere cio
che vogliamo. Osserviamo che, sempre considerando un polinomio
di grado n > 1, quando r e “grande” si ha:

log M (r) =~ nlogr.

e dunque:
loglog M(r) =~ logn + log log r.
per cui:
log log M
lim 08108 M) _
r—+00 log r

e questo vale per ogni polinomio di qualsiasi grado. Possi-
amo quindi pensare allo 0 come ad una “misura” della rapidita
di crescita della classe di tutti i polinomi. Se ora consideriamo
f(z) = €® si ha:

le*| = 1+i+z_2+... <1+M+ﬁ
1 2 - 1! 2!

e quindi:

|z|=r |2|=r

M(r):Max|ez|§Max<1+m+—+~-~> =

D’altra parte:



e quindi:
M(r)=¢€".

loglog M(r) logr

log r ~logr’

da cui:
. loglog M(r)
lim ———~

=1.
r—00 log r

Se consideriamo poi f(2) = e**? con a,b € C ed a # 0 si ha che,
procedendo come prima, si ottiene:

M(r) = |A] el
da cui:
loglog M(r)  log (log|A| + |a|logr)
log B log r ’
e quindi:
log|A
loglog M(r)  loglal +logr +log (1 i \aﬁ(‘)g‘r)
log 7 a log r :
e pertanto:
log|A
log log M(r) . log |a| + logr + log <1 + |a‘gh|)g\r) 1
— = lim _
r—00 log r r—00 log r

Ancora, se prendiamo:

flz) =¢”.
troviamo:
i log log M(r) _g
r—00 log r
Se poi consideriamo:
flz)=e"
allora si ha che:
[f(2)] = [e”




e siccome per ogni w € C abbiamo:

le?| < el
avremo:
M(T) = I‘n|ax |f(z)| — I|Il|aX ‘662} < I‘Il‘ax }6‘62‘ < 65T.
Poiche per z = si ha:
flr)=e.
segue che:
log log M
loglogM(r) _ .~ "m _ .
r—00 logr r—00 logr

Gli ultimi tre esempi ci mostrano che, non solo la quantita:
log log M(r)
logr

e in grado di operare una distinzione quantitativa fra la crescita
polinomiale e quella esponenziale ma di distinguere le diverse
crescite esponenziali fra di loro. Tale quantita sembra dunque lo
strumento adatto per lo studio della rapidita della crescita di una
funzione intera. Siccome pero non € sempre detto che:

3 lim log log M(r)
r—00 log r

porremo la seguente:
Definizione 13.7.1. Si dice ordine di una funzione intera il

, log log M(r)
lim sup W =p

dove 0 < p < 400.

Sono di facile dimostrazione i seguenti teoremi:

256



Teorema 13.7.2. La funzioneM (r) é monotona strettamente
crescente.

Teorema 13.7.3. La funzione M(r) ¢ una funzione continua.

Fino ad ora abbiamo visto esempi di funzioni intere il cui
ordine o era costituito da numeri interi non negativi oppure
era infinito. Puo essere interessante fornire un esempio esplicito
di una funzione intera il cui ordine ¢ finito ma non ¢ intero.

Esempio 13.7.1. Sia:

n

f2 =3 (jn)!-

n=0

E’ immediato verificare che:

. Ap+1 . 1
lim =

= 0.
noo @, | netoo (2n+2) (2n+1)

e che pertanto si tratta di una funzione intera. Poiche:

2l |, 12 12

|f(Z)|<1+§+Z+F+”.
avremo che:
M) = max |f(2) <1+ 2+ 04 T g
r)=max|f(2)| < — = —

D’altra parte, se scegliamo z = r, si ha:

e quindi:




Osserviamo ora che:

2
Vi VT Ve
eV =1+ 1!—1—2!—1—3! +4!+ .

e che: =
3 2
Y S B AN A
12! 3! 4!
e pertanto:
VT —Vr
M(r) _evi+te
2
Allora, si ha:
N
log M (r) = log <6+26) = log <e‘/F + 6_‘/;> —log 2.
e dunque:
log M (r) = log [e‘ﬂ" <1 + 6_2\/F):| — log 2.
OVVETO:

log M (r) = loge¥™ + log [1 + 6_2\/;] —log 2.
€ percio:
log M(r) = /7 + log (1 + 6_2\/1:) —log 2.

Ne seque che:

log [1+e 2" log2
logM(r):\/F{l—i-Og[ ‘ }_og }

v v

e dunque:

1
loglog M(r) = logﬁ—i—log{l—l— °
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e pertanto:
1
loglog M(r) = 9 logr + o(r).
dove:
log (1 + e_2ﬁ) log 2

v vr

o(r)=1log |1+

tende a zero per r — +oo. Allora:

loglog M(r) 1

log r T2 +o(r).
e quindi:
. loglogM(r) 1
lim —————= = - =p.
r—+00 logr 2

cioé la funzione intera f & di ordine 1/2.

E’ possibile calcolare 'ordine di una funzione intera in quanto
vale il seguente:

Teorema 13.7.4. Se:

f(z) = Z anz".

¢ una funzione intera allora:

) nlogn
p= lim sup

n—-+4oo log (ﬁ)

dove si intende che se a,, = 0 da un certo indice in poz.

Esempio 13.7.2.

= L2228
f(Z):Zanz :T—i_?_}_?—i_@_}_

n=0
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nella quale
1 sen=0

a, =4 —n S€n dispari

n
o sen = 2mn part
e tale per cui:
nlogn nlogn nlogn
log <‘Tl‘) log (n™)  nlog(n)
mentre:
nlogn nlogn nlogn 1

tog (1) ~log(n?)  2nlog(n) 2
sen e pari. Ne seque che:

) nlogn
lim sup

n—-+4oo log <ﬁ>

percio tale funzione intera di ordine p = 1.

=1

Un immediato corollario di questo teorema e il seguente:

Corollario 13.7.1. Una funzione intera ¢ di ordine zero se e

solo se

) nlogn
lim

n—-+00 log <ﬁ>

Dimostrazione. Supponiamo infatti che f abbia ordine p = 0 allora:

= 0.

) nlogn
lim sup

n—-+4oo log <ﬁ>
e quindi:

nlogn

1
0 < lim inf nosn < lim sup =0.

i ) )
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da cui:

1
lim  _oem 0.
n—-4oo log <ﬁ>
Viceversa, se:
1
lim oem 0.
n—-+00 log <ﬁ>
allora:
) nlogn
lim sup ———~— = 0.
n—-4oo 10g <‘a_1n‘>
e quindi p = 0. O

Da questo teorema segue che, in particolare, tutte le funzioni

f(z) = Z anz".
n=0

per le quali:
1
|an| - n”/E" .
essendo (e,), una qualsiasi successione di numeri reali positivi tale

per cui lime, = 0 sono funzioni intere di ordine 0 Ad esempio, se
n——+00

prendiamo &, = n~°

con 0 > 0 otteniamo che la funzione

n

f(Z)ZZ#‘

n=1
¢ di ordine 0.

Nota 13.7.1. Il concetto di ordine di una funzione intera,
pur essendo capace di distinguere abbastanza bene tra i vari tipt di
crescita non € ,per cost dire, uno strumento perfetto. Ad esem-
pio, mentre € vero che ogni polinomio ha ordine p = 0 non & vero
113

il viceversa. FEsistono delle funzioni che potremmo definire “a
crescita intermedia” per le quali se calcoliamo [’ordine troviamo
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che esso vale O ma che non sono polinomi. Un esempio ¢ forni-
to appunto dall’ultima funzione che abbiamo visto. Per le funzioni
di ordine finito e positivo si puo introdurre un altro numero
chiamato tipo T che consente di studiare con maggior precisione la
crescita di una funzione intera. Esso e definito come seque:

. log M(r)

lim sup——= =r.

n——+o00 rP

con 0 < 7 < 400. In questa sede non entreremo in dettagli mag-
giori. Vogliamo solo fare una considerazione di carattere euristico
che permetta almeno di capire perche T € un parametro di maggior
“finezza” rispetto a p. Supponiamo di avere due funzioni intere
che hanno lo stesso p ma tali per cui per una di esse si ha, per ogni
,

1
og M (r) s
rP
e per laltra:
log M (r)
- = Ta.
rP

Le due funzioni devono avere crescita diversa percheé il quoziente:

log M (r)

re
¢ diverso e “misura” la “velocita” con cui cresce il log M(r) in
rapporto a r?. Tuttavia, siccome:

log log M(r) N log T

logr —r logr

st ha che:
log log M(r)
logr
per cosi dire “non st accorge” della differenza, in quanto ovvia-
mente:

. log log M(r)
lim sup —————= = p
r 400 log r r—-+o0 lOg r
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Dopo questi pochi cenni agli strumenti per lo studio della cresci-
ta delle funzioni intere, che ricordiamo, hanno lo scopo di “sostituire”
in qualche modo il concetto di grado di un polinomio, citiamo un
paio di teoremi che legano tali concetti alla densita degli zeri di
una funzione intera.

Teorema 13.7.5. Sia data una funzione intera f di ordine finito
p >0 e sia n(r) il numero U dei suoi zeri appartenenti a

Dy={z€C:0<|z] <r}.
Allora, per ogni e > 0 si ha che:

. n(r)
rlirgosupm <e(p+e).
Teorema 13.7.6. Sia data una funzione intera f di ordine
finito p > 0 e tipo finito T > 0 e sia n(r) il numero dei suoi zeri
appartenentt a

Dy={z€C:0<|z] <r}.

allora:

. n(r)

lim sup — < epr.

r—00 rP
Nota 13.7.2. Entrambi questi teorems, stabiliscono dunque lima-
tazioni superiori al numeron(r) degli zeri di f che non si trovano
nell’origine. Parlando rozzamente, pit ¢ grande 'ordine e piu la
densita degli zeri puo essere grande, e qual’ora l’ordine sia finito la

limitazione superiore tiene conto anche del tipo della funzione.

Nota 13.7.3. Si noti ancora che nel primo di tali teoremi, non si
puo prendere € = 0. Infatti, se si considera la funzione:

+oo

=11 (1-*2)

n=1

LOvviamente si potra avere n(r) = 0
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e possibile dimostrare che essa € una funzione intera di ordine
p =0 che ha come zeri i numeri z, = 2" con n € N e dunque essa

ha: |
| logr
n(r) = LOgQJ :

in Dp={2€C:0<|z| <r}. e dunque:

lim sup n(TZ = lim n(r) = oco.

r—00 + r—00

Se fosse possibile porre e = 0 si otterrebbe invece

lim supn(r) = 0.
rT—00
Per quanto riguarda la quarta domanda la prima osservazione
che facciamo & che se la successione (o, ),) ha un punto di accu-
mulazione al finito, il problema e banale in quanto la funzione cer-
cata coincide con la funzione nulla per il Teorema di Unicita.
Dunque si puo supporre che:

0§|a1\§|a2\§-~-|an\---

e che:

lim |o,| = +o0.
n—-+o0o

La seconda osservazione che facciamo ¢ che non puo certo
andare bene una soluzione del tipo:

(z — ap).

HES

perche questo prodotto in generale diverge. Supponendo, per
il momento, che nessuno degli «, sia 0 potrebbe sembrare piu
ragionevole una soluzione del tipo:

(-
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In questo caso, se fissiamo uno z qualsiasi almeno avremo che:

lim <1 _ Z) — 1.
n—-+oo (679

che e condizione necessaria per la convergenza del prodotto. Tut-
tavia tale condizione non & in generale sufficiente! 2. Il problema
e risolto dal seguente:

Teorema 13.7.7. Sia (o), una successione qualsiasi di numeri
complessi non nulli tale per cui

O<‘a1|§|a2|§...|an|...

Sia:
(1—2) sen=0

z 22 Zn
(1—2z)eitz™" % se n>1

E.(z) =

e sia (A\n)n una successione di interi non negativi per la quale

o) r 1+
Z m < +00.

n=1

per ogni > 0. Allora la funzione:
n=1 " On

¢ intera che ha come zeri esattamente gli o, n > 1.

Corollario 13.7.2. Sia (o), una successione di numeri complessi
tale per cui:
| = [ag| = -+ |oun| = 0.

oo

2La situazione & analoga a quella delle serie: data ) a, condizione neces-
n=1

saria per la convergenza e che lim a, = 0 ma tale condizione non é sufficiente

n—-+o0o
o0 1
come ben sappiamo dall’esempio della serie armonica Y =
n

n=1
3 Almeno una successione di questo tipo esiste: basta prendere A, =n
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m>1e
0 < |ami1] < famal < - aman] -

per ogni k > 1. Siano E,(z) e (\,)n come nel teorema precedente.
Allora la funzione

fz) =2 k]j ... (L) .

Otk

e intera, ha uno zero in z = 0 di molteplicita m e ha come restanti
zeri tutti e soli gli oy con k> 1.

Nota 13.7.4. Se si osservano gli F), (%) si potra motare che essi

o
consistono di due fattori: uno é

(-5)

che si annulla per z = «y, e laltro che é:

22 2An

z
Z 4
ean 202 )\n&%n

Quest’ultimo, essendo un esponenziale non introduce nuovi zeri ma
serve a far si che il prodotto converga.

Nota 13.7.5. Il teorema e il corollario risolvono il problema di
costruire una funzione intera con infiniti zert assegnati. Cosa
accade 1mvece se abbiamo una funzione intera della quale conosci-
amo gli zeri? Il problema é risolto dal sequente:

Teorema 13.7.8. (Weierstrass) Sia f una funzione intera avente
uno zero di molteplicita m in z = 0 e avente come restanti zeri i
termini della successione di numeri complessi (a,),)

O<‘a1|§‘a2|§...|an|...‘

e per la quale:
lim |o,| = +o0.

n—-4o00
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Allora esiste una funzione intera g(z) ed un’opportuna successione
di interi non negativi (\,), per la quale:

f(z) = 2med® ﬁ E,, (az)

n=1

Se, rispetto alle ipotesi del Teorema di Weierstrass sappiamo
che la funzione f e di ordine finito p allora vale il seguente:

Teorema 13.7.9. (Hadamard) Sia f una funzione intera di or-
dine finito p avente uno zero di molteplicita m in z = 0 e avente
come restanti zeri 1 termini della successione di numeri complessi

(n)n)

O< ‘al| S ‘a2| S ...|an|... .
e per la quale:

lim |o,| = +o0.
n—-+00

allora esiste un polinomio g(z) di grado non superiore a p per

il quale:
— ,m,g(2) E < )
ro = e ()

n=1

13.8 Analisi complessa e serie trigono-
metriche

Supponiamo che F'(z) sia una funzione analitica per |z| < 1 e sia:

F(z)= i Cp 2"
n=0

Supponiamo che si abbia ¢, € R per ogni n € N. Se poniamo
z=¢" con 0 € [0,27) si ha:

F(e?) = Z cncosnf + i Z Cpsinnb.
n=0 n=0

267



e dunque:
[o¢]

¢, cosnb = Re (F(e))
n=0
3 ¢psinnfd = Im (F(e?))
n=0

Questo fatto puo essere utilizzato per sommare certe serie trigono-
metriche.

Esercizio 13.8.1. Determinare la somma della serie:

+oo

cosnb
1+ —

n=1

per 0 < 6 < 2m.

Soluzione 13.8.1. Siccome si ha:

OOZn
=143
nzln.

per ogni z € C, avremo:

X cosnb X sinnd
0\ :
F(e)—<1+z o )ﬂZ b

n=1 n=1
Ma: i0 . . . .
eel — 6coso9+zsm6' — 600596151116' —
= ¢ [cos (sin §) + i sin(sin )]
e quindi: ‘
Re (F(e")) = % cos (sin6) .

da cui:

X cosnb

1+ Z = % cos (sin ).
n!
n=1
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Figura 13.2: Il grafico della somma della serie data.

Esercizio 13.8.2. Determinare la somma della serie:

too .
X sinnf
>

n=1

Soluzione 13.8.2. Dall’esercizio precedente si ha:

“+00

in nd
Z PIAY _ geos0 i (sinf).

n!

n=1

T 2m

Figura 13.3: Il grafico della somma della serie data.

Esercizio 13.8.3. Sia ¢ € R con |q| > 1. Calcolare la somma della

serie:
o0

cos gt
3 o

n=1
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Soluzione 13.8.3. Si consideri la funzione:

o
Cl-z/q

essendo |z| < |q|. In questo caso si ha:

Fl) = ZZ—:.
n=0

Posto allora z = €%, essendo |z| = 1 si ha che |z| < |q|. Quindi:
- 1
F(e)=-—" .
(6 ) 1— 619/q
e dunque:
; q q
F (") = — = :
(") q—e?  (qg—cosfh) —isind
e cioe:
F () =g (¢ — cosf) +isinf
(q — cos)® + sin? @
Allora:
- — cosd
Re(F(ew)):q (g CSS ) '
(g — cos)” +sin® 6
e quindi:
1+§:cosq9: (q — cos @) '
= (q — cosf)” +sin?

Nota 13.8.1. Nelle stesse ipotesi dell’esercizio precedente, si ot-

tiene che:
[ee]

Z singt gsinf
q" (¢ — cos6)” +sin? 0’

n=1
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13.9 Il Teorema di Darboux

Il seguente teorema precisa il tipo di discontinuita di una funzione
che sia la derivata di un’altra funzione su un intervallo.

Teorema 13.9.1. (Darbouz) Sia: f : [a,b] — R ¢é una funzione
derivabile in [a,b] e sia f'(x) & la sua derivata. Sia poi [c,d] C [a, ]
tale che:

1. f'(c) =M

2 fd) =
con A1 < \y. Allora, per ogni Ay < X\ < Ay esiste x(\) € [c,d] tale
che f'(z(N)) = A.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione:
g9(x) = f(z) = Az
Essa & derivabile in [a, b] ed inoltre:
e g(c) =X —XA<0
e g(d)=X—A>0

Ne segue che, in un intorno destro di ¢ la funzione e localmente
decrescente, mentre in un intorno sinistro di d essa e localmente
crescente. Poiché g(z) & in particolare continua, ne segue che in
[c, d] essa ammette minimo che perd non puod essere raggiunto ne
in ¢ ne in d, per quanto visto sopra. Ne segue che tale minimo
¢ raggiunto in un punto zo di (¢, d) e quindi in esso si deve avere
g'(xo) = 0. Allora:
f/(]f()) —A=0.

e dunque il teorema & provato scegliendo x(\) = xy. ]

Nota 13.9.1. La derivata di una funzione derivabile su un inter-
vallo puo dunque essere discontinua ma non puo avere dis-
continuita di tipo salto. In altre parole, esistono funzioni deriv-
abili su un intervallo ma non Cy su tale intervallo, tuttavia le loro
discontinuita sono piuttosto “patologiche”.
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Esempio 13.9.1. Si consideri la funzione:
22 sin i sex # 0

f(x):{o sex =0

Essa ¢ derivabile su tutto R e si ha:
2xsin% —cos% sex # 0

f/(x):{o sex=0

La funzione f' non & continua in x = 0 e si tratta di una disconti-

nuita di seconda specie.

04 03 02 0. 1 02

Figura 13.4: Il grafico della funzione f’ in un intorno dell’origine.

13.10 1l criterio M di Weierstrass

Il seguente criterio permette di stabilire, in molte situazioni, la
convergenza uniforme di una serie di funzioni.

Teorema 13.10.1. (Weierstrass) Sia (f, (2)), una successione di
funzioni definite su A C C e sia (M,), una successione di numeri

reali positivi tale per cui:

lfn(2)| < M, Vze€ A, VneNn>1
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Se la serie:

> M, < +c0. (13.6)

allora la serie:
> fal2). (13.7)
converge assolutamente ¢ uniformemente su A.

Dimostrazione. Siccome, per ogni n € Nn > 1 si ha:

[fn (2)] < M,

per ogni z € A, dal criterio del confronto segue subito che la
serie (13.7) converge puntualmente ad una funzione f(z) definita
su tutto A. Evidentemente tale convergenza e assoluta. Sia ora
e > 0 qualsiasi. Poiche la serie (13.6) ¢ convergente si ha che esiste
ng = no(e) tale che:

Allora, per ogni z € A si ha che:

+oo no +oo
n=1 n=1 n=ng+1
+oo +oo
< D hEIS Y My<e
n=ng+1 n=ng+1
e quindi la serie (13.7) converge uniformemente su A. O
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