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Premessa –  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Così come l’aver dedicato il 1° Cap. di Fisica Classica Parte I alle grandezze 
fisiche scalari e vettoriali ha fornito gli strumenti analitici atti ad affrontare 
lo studio degli argomenti trattati in quel corso, dedicare il 1° Cap. di Fisica 
Classica Parte II ai complementi scalari e vettoriali fornirà gli strumenti 
analitici atti ad affrontare lo studio degli argomenti trattati in questo corso.   
Anche se alcuni argomenti trattati in questo 1o Cap. richiedono conoscenze 
di analisi matematica mediamente avanzate, poiché nello svolgimento di 
questo corso verranno richiamati i concetti e le relazioni in esso trattati, si 
consiglia il lettore di non trascurarne lo studio.  
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Capitolo I 

 
COMPLEMENTI SCALARI E VETTORIALI 

 
 
1.1 – Campi scalari. Derivata di una grandezza scalare 
rispetto a una direzione. Campi vettoriali. Gradiente di 

uno scalare. Significato fisico del gradiente di una 
superficie di livello. 

 
 
Campi scalari  
 
Una grandezza fisica scalare s , che è funzione delle coordinate spaziali 

, ,x y z  e generalmente indicata con ( , , )s x y z , che è definita all’interno di 
una certa regione dello spazio, in cui ad ogni punto è associabile un suo 
valore, rappresenta un campo scalare. Ad esempio, in una data regione dello 
spazio la temperatura T , generata da una sorgente di calore, rappresenta il 
campo scalare ( , , )T x y z .   
 
Superficie di livello - Il luogo geometrico dei punti in cui il generico campo 
scalare ( , , )s x y z  considerato assume un valore costante:  
 

� �, ,s x y z cost�                                   (1.1.1) 
 
è chiamato superficie di livello. Più precisamente, essendo la costante che 
figura nella (1.1.1) arbitraria, essa rappresenta una famiglia di infinite 
superfici di livello. Ad esempio, una superficie di livello del campo scalare 

( , , )T x y z  è rappresentata da una superficie sferica, nel  cui centro  è posta 
una sorgente di calore tale che in ogni suo punto la temperatura T  è costante.  
La (1.1.1) si dice a un sol valore se per ogni punto dello spazio di definizione 
passa una ed una sola superficie di livello.  
  
Derivata di un campo scalare rispetto a una direzione - Dato il campo 
scalare ( , , )s x y z , definito in una regione dello spazio, partendo da un suo 
punto � �0 0 0 0, ,P x y z , spostiamoci di un trattino infinitesimo dldl . Indicati con 

, ,dx dy dz  i moduli delle sue componenti lungo gli assi coordinati , ,x y z , 
e con , ,i j ki j kk  i rispettivi versori unitari, dldl  è dato dalla somma vettoriale: 

Capitolo I

Complementi scalari e vettoriali

1.1. Campi scalari. Derivata di una grandezza scalare ri-
spetto a una direzione. Campi vettoriali. Gradiente di uno 
scalare. Significato fisico del gradiente di una superficie di 
livello

17
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                                         dl dx i dy j dz k� � �dl dxdx dz ki dy jdy ji dy j dz ki dy jy                              (1.1.2) 
 
Se il campo scalare ( , , )s x y z  è continuo e derivabile, anch’esso può subire 
una variazione infinitesima ds , che è data dal suo differenziale totale: 

 
� � � � � �, , , , , ,s x y z s x y z s x y z

ds dx dy dz
x y z

� � �
� � �

� � �
         (1.1.3) 

 
il cui valore dipende dal modulo e dalla direzione di dldl .  
Se ( , , )s x y z  è una superficie di livello, essendo essa una costante, le sue 
derivate parziali saranno nulle, di conseguenza sarà nulla anche la (1.1.3).   
 
 
Campi vettoriali 
 
L’operatore vettoriale gradiente - L’operatore vettoriale chiamato 
gradiente, che può essere indicato con grad  o con nabla, il cui simbolo è 
�  (che è quello che noi utilizzeremo) è definito da: 

 
grad i j k

x y z
� � �

�� � � �
� � �

k� �i jji jji j k                          (1.1.4) 

 
che, se  applicato  al  campo scalare � �, ,s x y z  fa ottenere il campo vettoriale 
� �v , ,  x y z� �v � �, ,  la cui espressione è:  

 
� � � � � � � � � �, , , , , ,

, ,  v , ,  
s x y z s x y z s x y z

s x y z i j k x y z
x y z

� � �
� � � � �

� � �
k vk� � � �s x y z�, , , ,, ,� � � k�, , , ,, ,� � �� �� �s x y z ss x y z s� �, ,, ,, ,� �i j k� � � �� � � �y yyy� � �, , , ,� � � kk ��v , ,, ,���v �   (1.1.5) 

 
che, indicati con v , v , vx y z  i moduli delle sue componenti:  
 

� � � � � �, , , , , ,
v ; v ; vx y z

s x y z s x y z s x y z
x y z

� � �
� � �

� � �
         (1.1.6) 

 
assume la forma compatta: 
 

� � � �, , v , , v v vx y zs x y z x y z i j k� � � � �i j kvi jvvv k� �� �� �v , ,� �                 (1.1.5)’ 
 
il cui modulo è: 
 

� � 2 2 2v , ,  v  v  vx y zx y z � � �                            (1.1.7) 
 

Dalla (1.1.3) segue che la variazione infinitesima ds  del campo scalare 
( , , )s x y z , dovuta a un suo spostamento infinitesimo dldl , è data dal prodotto  

scalare  tra  il  campo  vettoriale v (x, y, z)v (x, y, z) e lo spostamento dldl  che, essendo  
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                                         dl dx i dy j dz k� � �dl dxdx dz ki dy jdy ji dy j dz ki dy jy                              (1.1.2) 
 
Se il campo scalare ( , , )s x y z  è continuo e derivabile, anch’esso può subire 
una variazione infinitesima ds , che è data dal suo differenziale totale: 

 
� � � � � �, , , , , ,s x y z s x y z s x y z

ds dx dy dz
x y z

� � �
� � �

� � �
         (1.1.3) 

 
il cui valore dipende dal modulo e dalla direzione di dldl .  
Se ( , , )s x y z  è una superficie di livello, essendo essa una costante, le sue 
derivate parziali saranno nulle, di conseguenza sarà nulla anche la (1.1.3).   
 
 
Campi vettoriali 
 
L’operatore vettoriale gradiente - L’operatore vettoriale chiamato 
gradiente, che può essere indicato con grad  o con nabla, il cui simbolo è 
�  (che è quello che noi utilizzeremo) è definito da: 

 
grad i j k

x y z
� � �

�� � � �
� � �

k� �i jji jji j k                          (1.1.4) 

 
che, se  applicato  al  campo scalare � �, ,s x y z  fa ottenere il campo vettoriale 
� �v , ,  x y z� �v � �, ,  la cui espressione è:  

 
� � � � � � � � � �, , , , , ,

, ,  v , ,  
s x y z s x y z s x y z

s x y z i j k x y z
x y z

� � �
� � � � �

� � �
k vk� � � �s x y z�, , , ,, ,� � � k�, , , ,, ,� � �� �� �s x y z ss x y z s� �, ,, ,, ,� �i j k� � � �� � � �y yyy� � �, , , ,� � � kk ��v , ,, ,���v �   (1.1.5) 

 
che, indicati con v , v , vx y z  i moduli delle sue componenti:  
 

� � � � � �, , , , , ,
v ; v ; vx y z

s x y z s x y z s x y z
x y z

� � �
� � �

� � �
         (1.1.6) 

 
assume la forma compatta: 
 

� � � �, , v , , v v vx y zs x y z x y z i j k� � � � �i j kvi jvvv k� �� �� �v , ,� �                 (1.1.5)’ 
 
il cui modulo è: 
 

� � 2 2 2v , ,  v  v  vx y zx y z � � �                            (1.1.7) 
 

Dalla (1.1.3) segue che la variazione infinitesima ds  del campo scalare 
( , , )s x y z , dovuta a un suo spostamento infinitesimo dldl , è data dal prodotto  

scalare  tra  il  campo  vettoriale v (x, y, z)v (x, y, z) e lo spostamento dldl  che, essendo  
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nulli i prodotti scalari tra le componenti ortogonali, si ha:  
 

v v cos0 v ; v v cos90 0 v v cos90 0

v v cos90 0; v v cos0 v v v cos90 0

v v cos90 0; v v cos90 0 v v cos0

x x x y y z z

x x y y y z z

x x y y z z

i dx i dx dx j dx i dx k dx i dx

i dy j dy j dy j dy dy k dy j dy

i dz k dz j dz k dz k dz k dz

� �� � � � � � �

� � � � �� � � �

� � � � �� �

cos90 0v cos0 v ; v v cos90 0 v vv cos0 v ; v v cos90 0 v v cos90v cos0 v ; v v cos90 0 v vcos0 v ; v v cos90 0 v vv cos0 v ; v v cos90 0dd d d d d k �cos90d d d d k d dd d dv cos0 v ; v v cos90 0 v vcos0 v ; v v cos90 0 v vv cos0 v ; v v cos90 k dk d vvvx x y y zv cos0 v ; v v cos90 0 vv cos0 v ; v v cos90 0 vx x y y zv cos0 v ; v v cos90 0 vcos0 v ; v v cos90 0 vv cos0 v ; v v cos90 0 v cos90 0zvzvvv

0cos90v cos90 0; v v cos0 v v vcos90 0; v v cos0 v v vv cos90 0; v v cos0 v v 0d d d d d k d d �cos90d d d d k d dd dv cos90 0; v v cos0 v v vco ; v v cos v vv co ; v v cos k dk d v cos90 0y z z yv cos90 0; v v cos0 v v vv cos90 0; v v cos0 v v vy z zzv v vv vv cos90v cos90 0; v v cos0 v v vcos90 0; v v cos0 v v vv cos90 0; v v cos0 v vx y yv cos90 0; v v cos0 vv cos90 0; v vx y yx y yv cos90 0; v v cos0 vcos90 0; v vv cos90 0; v v

cos0x y y z zv cos90 0; v v cos90 0 v vv cos90 0; v v cos90 0 v vx y y z zv cos90 0; v v cos90 0 v vcos90 0; v v cos90 0 v vv cos90 0; v v cos90 0 vv cos90 0; v v cos90 0 vcos90 0; v v cos90 0 vv cos90 0; v v cos90 0 v cos0k d k dvk d k0 vd k v cos90 0; v v cos90k d d k dd d k dd k dv cos90 0; v v cos90cos90 0; v vv cos90 0; v v cos90 vzdz��
 
In generale, la variazione  infinitesima del campo scalare ( , , )s x y z   è data da: 
 

� � � �v v v v v v vx y z x y zds d l i j k dx i dy j dz k dx dy dz� � � � � � � � �d d vd ddvvvv���� v�v � � � �x y z � � ��v� x y zz � � �v vv vv v � � �v v vv v vv v� � � �v vvv vv v � � �v vv vv v � � �� � �i j k d i d j d k� � �i j k d i d j d kj k d i d j� � �v vv vv v � � �d ld l v��l �l �v�  (1.1.8) 
 
Coseni direttori di un campo vettoriale - Se , ,� � �  sono gli angoli che 
il campo vettoriale vv  forma con gli assi coordinati, i suoi coseni direttori 
sono dati dai rapporti tra i moduli delle sue componenti e il suo modulo v :  
 vcos

v
x� � ; 

v
cos

v
y� � ; 

vcos
v

z� �  v v cos ; v v cos ; v v cosx y z� � �� � � � � � �   (1.1.9)                   
 
per cui, la variazione di ds  (1.1.8) può essere scritta anche nella forma: 
 

� �v cos cos cosds dx dy dz� � �� � �                (1.1.10)   
 
Significato fisico del gradiente di una superficie di livello - Come indicato 
in fig.1.1.1, a partire dal punto 0P , spostiamoci di un tratto infinitesimo dl

to 
dl  

lungo una superficie di livello. Essendo il campo scalare ( , , )s x y z cost� , e 
quindi il suo differenziale nullo, tale sarà anche la variazione ds  (1.1.8):   
 

v 0ds dl� �vv 00dl 0dl                                     (1.1.11) 
  

Essendo il  modulo  di dldl , e per ipotesi quello di vs� � v , diversi  da zero, il 
prodotto scalare (1.1.11) si annulla solo se i due vettori sono ortogonali, 
come indicato in fig.1.1.1.  
                                                     
      vs� � v                                             vs� � v                                        vs� � v  
                                                                                                                                        dldl  
               dl

   
dl                             dnn                                                                          θ           

                   0p                                                      0p                                                  0p                                                               

       � �, ,s x y z cost�                          � �, ,s x y z cost�                      � �, ,s x y z cost�   

                           fig.1.1.1                                            fig.1.1.2                                 fig.1.1.3    

 
 
Nota: Tra i vari simboli che indicano il prodotto scalare, in questo corso noi 
utilizzeremo il punto in grassetto .          
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Dato che il risultato ottenuto è valido qualunque sia lo spostamento dldl , che 
avviene sulla superficie di livello del campo scalare s , ciò significa che il 
corrispondente campo vettoriale vv  è ortogonale ad esso. Ad esempio, il 
raggio che descrive una circonferenza, il cui modulo e costante, variando con 
continuità in direzione e verso, rappresenta una grandezza fisica vettoriale. 
 
Derivata direzionale di una superficie di livello rispetto alla sua normale 
– Se, come indicato in  fig.1.1.2 , lo spostamento infinitesimo dldl , che in 
questo caso è indicato con dnn , è normale alla superficie di livello, essendo 
l’angolo compreso fra i due vettori nullo, si ha: 

 
v v cos 0 vds dn dn dn� � � �v cod dv v covvvd dvd dvv                    (1.1.12)     

 
per cui, dividendo ambo i membri per dn , si ottiene:    

vds
dn

�                                         (1.1.13) 
 
detta derivata direzionale della superficie di livello rispetto alla normale nn .  
 
Derivata direzionale di una superficie di livello rispetto a una direzione -
Come indicato in fig.1.1.3, se  lo  spostamento  infinitesimo dldl avviene in 
una direzione diversa da quella lungo la superficie di livello e da quella ad 
essa ortogonale, per la (1.1.8) la variazione infinitesima ds subita dal campo 
scalare s  è espressa da: 
 

v vcosds dl dl �� �dldl ov vcovvvv vcovv vcdlvv                              (1.1.14) 

                                                                                                                                                           
che, dividendo ambo i membri per dl , per la (1.1.13), si ottiene la derivata 
direzionale del campo scalare s  rispetto ad una direzione qualsiasi:  

 
                                                             v cosds

dl
��                                      (1.1.15)                             

 
Conclusioni - Poiché cos�  può variare tra 0 e 1, la derivata direzionale 
rispetto a una direzione qualsiasi è massima quando coincide con la normale 
nn  alla superficie di livello, è nulla quando è parallela ad essa, è data dalla 
(1.1.15) nei casi intermedi. Ad esempio, si consideri un ambiente isolato, al 
centro del quale è posta una sorgente di calore, la cui temperatura costante è 
misurata con un termometro. Se si sposta il termometro in regioni di spazio 
man mano più distanti dalla sorgente, ci aspettiamo che esso misuri 
temperature man mano più basse che, per la simmetria del luogo, sono le 
stesse lungo le infinite superfici sferiche concentriche, che si susseguono a 
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dl
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Conclusioni - Poiché cos�  può variare tra 0 e 1, la derivata direzionale 
rispetto a una direzione qualsiasi è massima quando coincide con la normale 
nn  alla superficie di livello, è nulla quando è parallela ad essa, è data dalla 
(1.1.15) nei casi intermedi. Ad esempio, si consideri un ambiente isolato, al 
centro del quale è posta una sorgente di calore, la cui temperatura costante è 
misurata con un termometro. Se si sposta il termometro in regioni di spazio 
man mano più distanti dalla sorgente, ci aspettiamo che esso misuri 
temperature man mano più basse che, per la simmetria del luogo, sono le 
stesse lungo le infinite superfici sferiche concentriche, che si susseguono a 
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partire dalla sorgente di calore. Per cui, la temperatura ambiente è il campo 
scalare � �, ,T x y z , il cui valore dipende dalle sue coordinate spaziali. Le 
superfici sferiche concentriche alla sorgente di calore rappresentano le 
superfici di livello del campo scalare ( , , )s x y z T� , gli spostamenti dldl  lungo 
esse comportano una variazione 0dT � ; quelli ortogonali ad esse una 
variazione vdT dn�  e quelli rispetto a una direzione qualsiasi una 
variazione vcosdT dl �� . 
 
Esempio 1.1.1 – Se ( , , ) 1/s x y z r�  è un campo scalare in cui r  rappresenta la 
distanza del punto considerato dall’origine del sistema di riferimento, calcolare il 
modulo del gradiente, i coseni direttori e la variazione infinitesima ds , che si ha a 
seguito di uno spostamento infinitesimo dldl sulla sua superficie.  

In funzione delle componenti spaziali, il campo scalare s è dato da: 
 

� �
� �1/22 2 2 2 2 2

1 1 1, ,s x y z
r x y z x y z

� � �
� � � �

 

 
Per la (1.1.6), i moduli delle componenti del campo vettoriale vv  sono: 
 

� �
� �

� �

1/22 2 2

1/2 2 2 2 32 2 2

1/2 32 2 2

1 21 1 2v

1 1v

x

y

x y z xs x
x x r x x y z rx y z

s y
y y r y rx y z

�
� � � � � �� � �� � � �� � � � � �� � � �� � � � �� � � �
 �
� �� � �� � � �� � � � �� � � �� � �� � � �
 �

 

� �1/2 32 2 2

1 1vz
s z
z z r z rx y z

� �� � �� � � �� � � � �� � � �� � �� � � �
 �

 

 
per la  (1.1.5)’ il gradiente del campo scalare s è il campo vettoriale vv , ossia: 
 

� �3 3 3 3 3

1s v v v vx y z
x y z ri j k i j k x i y j z k
r r r r r

� � � � � � � � � � � � � � �k � ��j k i j k x i y j z kx y�v v 1 r� �x y z 1k x y z �1
���k i j k x i y j z k�x y zy z �1 rv v vi v  

 
il cui modulo è: 
 

3 2

1v r
r r

� �   

 
Note le componenti e il modulo di vv , per la (1.1.9), i suoi coseni direttori sono: 




